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Capitolo 1 


Numeri complessi 


mr re IIC ATRIA dl a SM 


1.1 Esercizi risolti 


Esercizio 1.1.1 Sì pongano in forma algebrica i seguenti numeri complessi identificando 


| la parte reale e il coefficiente dell'immaginario. Si calcolino poi il modulo, l'argomento 
principale, il complesso coniugato e il reciproco per ciascuno di essi. 


2-i 4+3i 1+3ì 
Ì A z&="=-x%;j = . i_[at 
) #=372 lese Diga 
1 3-2 l+i 4+3ì 
} D) 2= i E) z2= ; = —_; 
) #= 36 Leg  MiStpa 
& 

lui 7-2 1-4 

i dist Nine *= Tr 


2-i $ 
can Moltiplicando e dividendo per 3 — 2i, si ha 
3+2i 


2-i 3-2 d4-Ti 4_,T 
#3 326 3-25 18713 013 


i Risolviamo l’esercizio nel caso A, 2 = 


; 
j 
i Pertanto 
ij 
| 
Ì 


4 7 
i Re = Gi S EL 
| 16, 49 _v6. 
| ll® Viso * 160 13’ 
| rata 
j FT gp 
| z 4 LA 4: 
î — = — = _ —_ — = - +47 
i 2° le fe go 
i Ca yL = |a] (cos(9) + isin(0)) si trova nel quarto quadrante e si ha 
j 13 13 
j 


A 7 i, 1A 
sale # sin0)=-73  tenl0)=-7. 
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Li zioni tri etriche inverse 
Pertanto l'argomento principale 0 € | 50 Usando le funzioni trigonometriche inverge 


sì ottengono le seguenti espressioni equivalenti 


4 vi 
d=- arccos( Sa) - arcsin (#) — arclan () 3 


Esercizio 1.1.2 Si pongano in forma trigonometrica i segue nti numeri complessi e se ne 
esime usando la formula di de Moivre: 


-3+3ì, n=3; B) :=2-i, n=5; 


calcolino le potenze n 


A) 


v 


C) :=2+V3i, n=4 D) z=-5i+2i, n=5; 
E) :=1-2i, n=8; F)z=-i+5, n=6; 
G) 2=-2-5î, n=6; H) 2z=-7+2i, n=4; 
I) z=-6+i, n=4; L) 2=-3-5î, n=5. 
A) Risolviamo l’esercizio nel caso z = 3+ 3i = |z| (cos(0) + isin(9)). Si ha 
È 1 1 
=v9+9=3v2, cos(0) = voi Noi 


Pertanto z appartiene al primo quadrante e il suo argomento principale vale 


6 = arccos (4) arcsin (5) arctan (1) 1 


sin(0) = 


Infine si ha 


2? =|2| (cos(39) + isin(39)) = (8v2)? (coo (î1) + isin (î7)) 


- uva (-3 #* +iG)- 54 + 154. 


Esercizio 1.1.3 Si pongano in forma trigonometrica î seguenti numeri complessi e se ne 
calcolino le radici n-esime : 
A) 2z=2-2i, n=3; B) 2=2+i, n=5; 


C) 2=2-v3i, n=4  D)z=-25î, n=7; 
E) 2=12, n=8; F) 2==15, n=6; 
G) 2=2-5îi, n=6; H) 2=-7-%; 


I) z=-6-i, n=4. L) 2=<3=bì, aus 


A) Risolviamo l’esercizio nel caso 2 = 2 _ 9} — si È 
) 228022 2i= Je] (cos(0) + isin(8)). Si ha 


209, 
lel=v4+4=v8, cost@)= LL © sin(0)=- 
va v2 


Pertanto 2 appartiene al quarto quadrante e il suo argomento principale vale 


0) 


Il 

Ù 
® 
A 
8 
(°] 
v 

a 


1 
5) = arcsin (4) = arctan(—1)= 


Infine, usando la formula per il calcolo delle radici n-esime 


$i 0+2k 6 
n= Yi (cos( — SEI) k=0,...,n-1, 


n 


per z=2—2ien=3, osservato che Vv8= Y8= v2, si ha 


Esercizio 1.1.4 L'equazione 
22+4|2|}—iz=4, 


A) ha esattamente quattro soluzioni a due a due complesse coniugate. 


B) ha due soluzioni opposte. 
C) ha tre soluzioni con parte reale non negativa. 
D) soddisfa altro. 
Posto 2 = x + iy, (2,y € R), l'equazione 2° + 4|z|? — iz = 4 è equivalente a 
0 = (r+iy)?+4(2°+y°)-il(r+iy)-4 = 52 + 3y2 + 2ixy — ir 
+y-—4 = (5r°2+34°+y-4)+i(2xy 2). 


Quest'ultima equazione complessa è soddisfatta se e solo se sono contemporaneamente 
soddisfatte le corrispondenti equazioni per la parte reale e per la parte immaginaria: 


5x2+39°+y-—4=0,  2xy-r=0, 
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l 
Dalla seconda equazione, si ricava © — 0 oppure y 3 


Sostituendo x = 0 nella prima equazione di ottiene 


3 +y-4=0 <> Y 


a cui corrispondono le soluzioni complesse 2 = è e 2 = 


5r°-—=0 & rst 


/ BL & 
a cui corrispondono le soluzioni complesse 2 = © DO + 7 


Le soluzioni dell'equazione sono quattro, ma non sono a due a due complesse coniugate: 
pertanto la risposta A è falsa. Anche B è falsa poiché non ci sono soluzioni opposte. 
Infine tre soluzioni hanno parte reale positiva o nulla e la risposta C è vera. 


Esercizio 1.1.5 Le soluzioni 2 = r + iy dell’equazione complessa 
E° 


2 -22+iz=-3+21, (1.1) 
soddisfano 
A) (+3) +( +3)1 B)y=ir+1 
6 Vr Lalli la 
IN 1° 3 
(©) (-3) +(0-3) <L D) y= 37. 


Sostituiamo 2 = x + iy in (1.1) e otteniamo 
(c+iy)?-(1°+y9)+ilr+iy)=-3+2i «> -29°-y+3+2iry+ir-2i=0. 


Quest'ultima equazione complessa è soddisfatta se e solo se sono contemporaneamente 
soddisfatte le corrispondenti equazioni per la parte reale e per la parte immaginaria: 


2y°+y-3=0, 12 
IE 2; (1.2) 


Le soluzioni della prima equazione sono 
7 3 
2+y-3=0 >> y=-5l 


. care 
Sostituendo y = 73 (risp. y = 1) nella seconda equazione in (1.2), si ottiene x = —1 


È 2 
(risp. r= 3) Pertanto (1.1) ha esattamente due soluzioni 


(cu) = (-1-5) > (raya)= (È. I). 


1.1. ESERCIZI RISOLTI 
La risposta A è falsa poiché 
1\Y? I\2 2 = 
T +7) + ND SY? 
(CI 6 (+3) (YA 


In modo analogo si verifica che anche C è falsa. 
Infine, per l’equazione della retta 


y=ar+b, 
passante per i punti (71,Y1) e (72, y2), si ha 
at 
ati 0a ge 33 
2 T1 2 sal 9 ian 
3* 


Pertanto D è vera. 


Esercizio 1.1.6 L'equazione 
iz+|z}?=ic, 
dipendente dal parametro c € R, 
A) ha due soluzioni distinte per un insieme infinito di valori del parametro c. 
B) ha infinite soluzioni per almeno un valore del parametro c. 
C) non ha soluzione per alcun c > 0. 
D) soddisfa altro. 


Posto 2 = x + iy, l'equazione assegnata è equivalente a 
s , mal 
i(r+iy)+r°+y°-ic=0 «> { d-y4+#=0 
da cui ricaviamo 
1 
ia MT o i Tg 


La risposta A è vera, poiché l’equazione ammette due soluzioni distinte per c € 15 s[ 
B è falsa poiché l'equazione possiede al più due soluzioni per ciascun valore del parametro 


C è falsa poiché poiché l'equazione ha due soluzioni contate con molteplicità per c € ].3 3: 


Esercizio 1.1.7 /l sistema 
25=-8ì, R2< 2, 


A) ha esattamente tre soluzioni con coefficiente dell'immaginario positivo. 
B) ha esattamente tre soluzioni con coefficiente dell'immaginario negativo. 
C) ha esattamente due soluzioni con parte reale negativa. 


D) soddisfa altro. 
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Figura 1.1: Le radici di 25 = —8i si dispongono secondo i vertici di un esagono regolare 
inscritto nella circonferenza di raggio v2; la condizione Rz = Sz corrisponde alla prima 
bisettrice. 


Ricaviamo preliminarmente le radici seste del numero complesso 


—8i = 8exp (5). 


5 cai fe0 x 
23= v2 (co (fa) +isin (ta) =-1-i 
19 19 
= v2 25 isn(=7)); 
za va (co (15°) +isin ($5n)): 
25 = v2 (cos (5) + isin (5) A 


Di queste, 20, 21, 22 € 23 soddisfano la condizione Rz < S2. 21, 23 e 23 hanno inoltre parte 


reale negativa, pertanto C è falsa. Infine zo, 21 e 22 hanno coefficiente dell'immaginario 
positivo, pertanto B è falsa e A. vera. 


Esercizio 1.1.8 Le radici z = r + iîy dell'equazione 
(22+ 1)? + (22+1)+1=0 


: 5 
A) soddisfano x < 0 ed hanno argomento re Ue 


11. ESERCIZI RISOLTI 


7 
pr il modulo Y3 e una di esse ha argomento 197 
C) hanno somma che vale -2, * 
D) hanno tra di loro il numero ) — i. 
Il polinomio 
2? o P 
(+04 (224 1)4+1, n 


ha quattro zeri complessi la cui somma vale zero, poiché 
in (1.3). La risposta C è quindi falsa. 
Con la sostituzione 


manca il termine di terzo grado 


w=241, 
trasformiamo preliminarmente l'equazione assegnata inell'eguiazione di secondo grido 
2 
wW+w+1=0, 


che ha due soluzioni complesse coniugate 


Figura 1.2: Le radici (22 +1)? + (22+1)+1=0. 


Le soluzioni di 3_.V8 
ide gg 


ottenibili con la formula di de Moivre 


È — 1) + 270 l=0,1, (14) 
sap = Vizi ep (Elenet - +27) 


ha 


E sid = VI. 
2 2 


sono infine le quattro radici cercate. Si 


ha t=| 
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Poiché w, — 1 appartiene al secondo quadrante, mentre w_ — 1 al terzo quadrante, sì }ia 


1 5 
arg(wy — 1) = arctan (-4) +7= Fai 


1 T 
arg(w- — 1) = arctan (4) +7=g7 


Infine, dalla (1.4), 


5. ti, 
24,0) = Y3exp (in) , 24,1) V3exp (5) 


7 19. 
2-0) > Y3exp (Gin) » 4-1) = Y3exp (3) È 


Poiché z+,0) appartiene al primo quadrante (Xz+,0) > 0) e gli argomenti non sono quelli 
. proposti, la risposta A è falsa. 
Il numero 


1-i=V2exp (3) # 24M» 1=0,1 
e quindi la risposta D è falsa. 


19 
Le quattro soluzioni dell’equazione hanno tutte modulo 3 e z(-,1) ha argomento D' 
Pertanto B è vera. 
Infine la C è falsa, per quanto osservato all’inizio. Infatti 


5 7 
24,0) + 24,1) + 2-0) + 2(-,1) = 2Y3[cos (3) + cos (57) 


= 2W3[cos (3) + cos (1 - 2a)] =0. 


(IN 
NI 


Figura 1.3: Le radici di w = 12 si dis si A da 
À È ispongono secondi ortici di da 9 Ò 
incoritto nelle circonierenza di raggio. VI2: lo i vertici di un esagono regolare 


1.1. ESERCIZI RISOLTI 


(ED 9 
\ OTERa ì 
Esercizio 1.1.9 Detto e mar 

yoga 


2=V3-3ì, 


le soluzioni w, con parte immaginaria negativa, dell ‘equazione 


wi = [zI(2 +2), (1.5) 
sono 


A) due. B) tre. C) nessuna. D) altro. 


Osservato che 
lzl= VR2(2) +92(2) = VIZ = 2v5 
2+2=2(2)=2v3, 
(1.5) è equivalente a 


e per la formula di de Moivre, le radici n-esime di 12 sono 


Wkr = VIZ ex» ( {ar (12) +274]) k=0,..,n-1, 


i 
n 


conn=6e arg(12)=0. Pertanto le radici risultano 


mi v) 
w= VI12, w,= VI2exp (iz) , w= VI2exp (i) 


A ,5 
ws = VIZexp(im7) = -V12, w=Vi2exp (i7n) , ws=VI2exp (3) Ù 


e sono disposte sui vertici di un esagono regolare inscritto nella circonferenza di raggio 
9 
v12. 


su<0 « arg(wx) € ]m,27[ (mod27). 
Le radici che soddisfano questa condizione sono due e, precisamente, 


Wa, € Ws- 


La risposta corretta è A. 


; i quali 
Esercizio 1.1.10 I numeri complessi 2 € © per î qu 


2 =-i, 
{ Re <92. 


sono 


A) 2 B) 9. ©) 4. D) altro. 


A DID - NUN 
10 CAPITOLO 1. NUMERI COMPLE$4; 


Figura 1.4: Le radici complesse di 2% = —i e la retta (2) = R(2). 


Si tratta di determinare quante delle radici quinte del numero complesso —i sono al di 
sopra della prima bisettrice. 
In forma trigonometrica 


-i=ex (52) 
= exp (15 
e, per la formula di de Moivre 


zx = exp (Fare) +2rk]) rd; 4: 
Pertanto le radici risultano 
Zo = ex] (in) 2, = ex] (it) 22 = ex] (i) 
Zo = exp 107)” 13 eXp 107)» 22 = exp "0 


23 = exp (5) , Za= Xp (i1a”) 


e sono disposte sui vertici di un pentagono regolare inscritto nella circonferenza unitaria. 


(1.6) 


R-<I2 « cos(argz) <sin(argz) «> argze E sa] (mod 27). 
Le radici che soddisfano questa condizione sono 


Zo, 21 e 22. 


e la risposta corretta è B. 


Esercizio 1.1.11 Sew=1-— i, le soluzioni di 


sono 
A) altro. B) 2. C) 3. D) 4. 


1.1. ESERCIZI RISOLTI 


Osservato che, 


wu-t=29w=-21, U+w=2Rw=2, 
l'equazione assegnata 
S_W_-W 
e” +7 


è equivalente a 


Le radici quinte di —i sono state calcolate nell'esercizio precedente (si vedano le (1.6)). 
Poiché solo 2; e 2, soddisfano alla condizione richiesta 


R2<0, 


la risposta corretta è B. 


1.1.1 Esercizi di ricapitolazione 
Esercizio 1.1.12 L'equazione 


222 — 2|z]+2=-3, 


A) ha esattamente due soluzioni ed entrambe hanno parte reale positiva. 
B) ha esattamente tre soluzioni ed almeno una con parte reale negativa. * 
C) ha esattamente una soluzione e tale soluzione è reale. 

D) soddisfa altro. 


Esercizio 1.1.13 L'equazione 


2-29(2)=|2]-2+î z2=R(2)+i9%2), 


A) ha due soluzioni nel primo quadrante 
B) ha tutte le soluzioni nel terzo quadrante; 
C) ha una sola soluzione nel secondo quadrante; 


D) non ha soluzioni nel quarto quadrante; 


Esercizio 1.1.14 Le soluzioni, z; € C, dell'equazione 


22 7|2|=7 


A) sono in numero dispari. 


B) sono quattro e a due a due complesse coniugate. 
2k+1 


C) sono due e hanno argomento nell’insieme { T,keZ}. 


-0.* 
D) sono due e soddisfano 21 + 22 = 0. 
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Le soluzioni, zi € C, dell’equazione 


2 - 5|:|=5 


Esercizio 1.1.15 


A) sono în numero dispari. 


B) sono quattro € @ due a due complesse coniugate. 


C) sono due e hanno argomento nell’insieme {km, k e Z}. 


D) sono due e soddisfano 21 + 22 < 0. 


Esercizio 1.1.16 L'equazione, 2 € Cc, 

22° — 2|z| + biz = 2, 
A) ha almeno una soluzione nel terzo quadrante. 
B) ha almeno una soluzione con parte reale positiva. * 


C) soddisfa ad altro. 


D) ha esattamente due soluzioni fra loro complesse coniugate. 


Esercizio 1.1.17 Le soluzioni 2 = x + iy dell'equazione complessa 


|:-2|=|z+dl, 


A) sono i punti della retta di equazione y = 2x — Sd. si 


2 
B) sono i punti della retta di equazione y = —2x + 3. 
C) sono i punti della circonferenza (r — 3) + (y-1)? =3. 
D) altro. 


Esercizio 1.1.18 Le soluzioni z = r + iy dell’equazione complessa 
\22 — (2)?|+22z=8, 


A) sono i lati del quadrato di vertici (0,2), (2,0), (0,—2), (-2,0).* 
B) sono i punti della retta di equazione y = —x +2 vi 
C) sono i punti della circonferenza di equazione (2- 2 + ( 

y-2) = 


D) non soddisfano le precedenti condizioni. =4. 


1.1. ESERCIZI RISOLTI 


Esercizio 1.1.19 Le soluzioni complesse di 


2432 _9, ; = 
2+2°-2lel+i(2-3)4 22=a+i, ae R, 
soddisfano 


A)RX:20 «> a>0. B) :]>1 + a>-24v3. 


C) R:<I3: «> a<-1.* D) altro. 


Esercizio 1.1.20 L’equazione complessa 
2°-|2|+2iz=c, ceR 


A) ha esattamente due soluzioni per ogni c € R. 
B per ogni c € R_ ha almeno due soluzioni. 
C) ha infinite soluzioni per almeno un ce R. * 


D) non soddisfa le risposte precedenti. 


Esercizio 1.1.21 Le soluzioni, 2; € C, dell’equazione 


2-(2)°+|2}-iz=1, 


A) sono a due a due complesse coniugate. 
B) giacciono tutte nel terzo o nel quarto quadrante. 
C) hanno tutte, tranne una, coefficiente immaginario positivo. si 


D) sono tutte reali. 


Esercizio 1.1.22 L’equazione 
(22 +4) — iz -4i=0, 


- ara aa & 
attro soluzioni, di cui due con parte immaginaria positiva. 


A) ha esattamente qui 
di cui due nel primo quadrante e due nel quarto. 


B) ha esattamente quattro soluzioni, o È 
i È aria. 
C) ha esattamente due soluzioni e una di esse È puramente immagini 


D) soddisfa altro. 


CAPITOLO 1. NUMERI COMPL}gy; 
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Esercizio 1.1.23 L'equazione 


(22 +3)? — i22 — 3i=0, 


A) ha esattamente quattro soluzioni, di cui due con parte reale strettamente positiva, 


B) ha due soluzioni nel primo quadrante e due nel terzo. 


C) ha almeno due soluzioni con parte immaginaria negativa. 


D) soddisfa altro. 


Esercizio 1.1.24 Per le radici complesse, z;, dell’equazione 


(22+3)? — 22° -5=0, 


detto A= Y° DI si ha 
radi (| 


A) altro. B) A=2V72. * C) A=—-. D) A=v2. 


d- 


Esercizio 1.1.25 Le soluzioni, 2 € C, dell ‘equazione 
2-iz+a=0, a € R, 

sono 

A) reali sea < 3 

B) complesse coniugate se a > 0. 

C) immaginarie pure se a > 3 


D) opposte se a < 0. 


Esercizio 1.1.26 Le soluzioni, 2 € C, dell’equazione 


22+2iz-a=0, aeR 


A) hanno parte reale non nulla se a > 1.* 
B) sono complesse coniugate se a # 1. 
C) sono immaginarie pure se a > 0. 


D) sono opposte se a < 0. 


1.1. ESERCIZI RISOLTI 


Esercizio 1.1.27 


A)2.* B) 3. C) 4. D) altro. 


Esercizio 1.1.29 Le soluzioni. 2 € C di 
2=-$i 
R-+92<0 


A) sono 2.* B) sono 3. C) sono 4. 
D) soddisfano ad altro. 


Esercizio 1.1.30 /l sistema 2° = Gi, R220, =€ Cc, 

A) ha due soluzioni con coefficiente dell ’immaginario positivo. 
B) ha due soluzioni con coefficiente dell'immaginario negativo.* 
C) ha tre soluzioni con coefficiente dell’immaginario negativo. 


D) soddisfa altro. 


Esercizio 1.1.31 Per zo; 21: 22 € 28: soluzioni complesse distinte dell'equazione 


#=4(1+i), 


sì ha 


A) 20-21: 22:23= 


B) 20-21-22-23= 
4% 
C) zo 0zi za za = 7 


D) 20211220233 2. 
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Esercizio 1.1.32 L'equazione 

(2-3)? =_1, 
A) ha esattamente quattro soluzioni, una per ciascun quadrante. 
B) ha due soluzioni nel primo quadrante e due nel terzo. 


C) ha esattamente due soluzioni, entrambe con parte reale positiva. 
D) soddisfa altro. 


Esercizio 1.1.33 L'equazione 


2988 
(£ - 3) = 271, 
. 


A) ha tre soluzioni con parte reale strettamente positiva. 
B) ha due soluzioni opposte. 


C) ha due soluzioni complesse coniugate. * 
D) soddisfa altro. 


Esercizio 1.1.34 L'equazione 
(2-2i+3)" = Gi, 


A) soddisfa altro. 
B) ha esattamente due soluzioni con Sz < 0. 
C) ha esattamente una soluzione con Rez > 0. 


D) ha esattamente tre soluzioni con Rez < 0.* 


Esercizio 1.1.35 L'equazione 
(2-3) =-i, 
A) soddisfa altro. 


B) ha due soluzioni nel quarto quadrante e nessuna soluzione nel terzo quadrante. 


C) ha almeno una soluzione nel terzo quadrante e una soluzione nel quarto. 
D) non ha soluzioni nel primo e nel secondo quadrante. 
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Esercizio 1.1.36 L'equazione 

(2-2) =i4+1, 
A) ha esattamente tre soluzioni che soddisfano R: > 0. 
B) ha esattamente una soluzione che soddisfa Rz < 0. 
C) ha esattamente una soluzione che soddisfa Yz < 0. 


D) ha esattamente tre soluzioni che soddisfano $z > 0.* 


Esercizio 1.1.37 Dette z1, 22, 23 le soluzioni complesse dell’equazione 
(2-i=_i, 

si ha 

A) 2:1+22+ 23 

B) 2:+22+23=-3. 

C) z:+22+23=-3ì. 

D) 21+22+ 23=3î.* 


Il 
° 


Esercizio 1.1.38 Per le soluzioni complesse, 2 € C dell’equazione 
(2+2- i) = -27, 

si ha 

A) altro. 


B) nessuna soluzione giace nel primo quadrante e almeno due giacciono nel secondo 
quadrante. * 


C) esistono esattamente tre soluzioni distinte di cui esattamente una giace nel primo 
quadrante ed esattamente una giace nel quarto quadrante. 


D) esattamente tre soluzioni di cui nessuna giace nel secondo 0 terzo quadrante. 


Esercizio 1.1.39 Dette zo, 21 © 22, le soluzioni complesse dell'equazione 


sn 
(3) = 27i, 
2 


si ha 
A) 2%4+2,+2=3î.* 
B) 20+2,+22= 3. 


C) z0+21+22=0. 
D) altro. 


i CAPI I SISSA 114, 


Esercizio 1.1.40 L'equazione 


( z 1) i Hi, 

z4i 

A) ha due soluzioni con coefficiente dell'immaginario positivo. 
B) ha due soluzioni con parte reale positiva. 

C) non ha soluzioni nel secondo quadrante. * 


D) soddisfa altro. 


Esercizio 1.1.41 L'equazione 


(£ 3) D° 


A) ha esattamente due soluzioni con parte reale positiva. * 
B) ha esattamente due soluzioni con parte reale negativa. 


C) ha tutte le soluzioni con parte reale negativa. 
D) soddisfa altro. 


3 
Esercizio 1.1.42 L'equazione (4) = 81, z€C, 


A) possiede tre radici distinte, zo, 21, 22 tali che z2+z2,+22=0. 
B) possiede tre radici distinte, zo, 21, 22 tali che z0+z1+ 22 = 3i.* 
C) ha almeno una radice con coefficiente dell’immaginario negativo. 
D) soddisfa altro. 


Esercizio 1.1.43 Detto z=2— 2i, siano w; le soluzioni di 
wi = (2— 2)|z]. 


A) w+w=-w3.* B) wi +3 = wi. C) wi +wi= ui. 
D) altro. 


Esercizio 1.1.44 L'equazione complessa 


24+(3+iv3)2=0, 
A) ha esattamente tre soluzioni che soddisfano Rz > 32.* 
B) ha esattamente due soluzioni complesse coniugate. 


C) ha esattamente due soluzioni che soddisfano R2z +32 >0 
D) non soddisfa le risposte precedenti. - 


‘| Capitolo 2 


Limiti e derivate 


2.1 Esercizi introduttivi 


Esercizio 2.1.1 Sì calcolino i seguenti limiti 
528 — 354 +222+1. 


6° — 508 +27 


A) RISO 7x8 — 5x3 +3’ 


li 2x - 22 +5 
223460 93 = 2a + li 


c) 


B) 


li Pià LP i ire 
attico 725 + da — de +l' 


Ta -x°+5 
im aa 
x-++00 2x3 — 2x2 — 5r 


: Tai — 2245 3x5 5r8+75 
E) lim, 253 — da? 50 1) Ju main 
. . T—2cos(r) 
G) lim r+ costr); H) lim, T+cos() ’ 
674 — 553 +21 ._ 500 — 354425? 
I ncprce L) Dm 75 pri da' 
2-0 7x9 — 5x3 +30 Be e 
4 2 
2 —22+5 . Tat-r+05, 
M) lima! N) lim zz 25) bo 
4 3 Tad 
723 + 528 H so 50 +70 
- ; P) lim 204 — 225 +22 


Q 
Gi 


ini en x 6 
imite è i i 0 — e si risolve per via elementare poneni 
A) Il limite è una forma indeterminata del tip 2a 


, z iù rapidamente: 
in evidenza a numeratore e denominatore la potenza che cresce più rapi 


5 2 
a IL 
L= 1 ) 6 » 
624 -528+22 _ |; \_ a 2 lim =0, 


lm cr" "cs 1a 
x++0 7x6 — 5x3 +3 VEE gb 


dove abbiamo usato 5 3 


SIAE iii 
a 
+ 
| 
“l 
8 
4 
I 
è 
Ù 
| 
Il 
Ss) 
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e le proprietà algebriche del limite. 


dat ; 
I) Il limite è una forma indeterminata del tipo — e sì risolve per via elementare Ponend 
x. sa vi 
in evidenza a numeratore e denominatore la potenza che decresce più lentamente; 


6x4 — 523 +27 à x (6x° — 52° +2) . 2 


ì im — 
DI 7a bad + ari 307? (724 —5r+ 3) 20 3r° 


dove abbiamo usato 


lim 613 — 522 +2=2, lim 72Î — 5r+3=3, 
2-0 2-0 
e le proprietà algebriche del limite. Infine, lim — non esiste poiché 
x+0 3T 


li = int 
ga PO gag 


Esercizio 2.1.2 Si calcolino i seguenti limiti 


dr 
lim ——; i 
) x3-4 |r +4] 5) dim, la? — 16] 
x -4 


e) 


lim —; 
23-2 |r+2| 


E) lim ve?-2r+1- ve +3; F) lim Va? + 3x 


r++00 


. Br -2x+1- 272: 
G) lim +7, i v2x +5- vr-1 
24+%0 (r+i- Vai ; H) lib ren ErÌ 


A) Si osservi preliminarmente che lim 
1-4 


dim, lr +4|=0. Si ha, inoltre, dim, 32 = —12. Infine 
lim Sr 
LI ae E I 
4 |r +4] 


E) Il limite si presenta nella forma indeterminata 00-00. Per risolvere l’indeterminazione 


È 2_p2 
usiamo A-p_ £=P scon A= va —2r +1e B= VaTTF3. Si ha 


im € —-2r4+1)- (2245 
lim Ve? = 2 - ve? +2= lim : (2° +2) 
I VELE so va Va 
TH41 


"AAT 
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dove abbiamo usato le } ietà 
Sato le proprietà algebri 
‘va algebriche del limj 
? del limite e 


lim 4/1 — 2 4 1 
+00 s'g = lim 14 2 
3% d- 
pe 


Esercizio 2.1.3 Si calcoli la funzione 
si determinino i domini di f(x) e S"(7) 


A) J(2)=324-2241; 


derivata di Sl 


o l 
) usando le regole di derivazione e 


B) f(2)=(r2°+42r- 3)(2° + 42); 


©) f(a)= Èt2r3. 


13-45! D) f(x)=22+5r-14+cos(z); 
E 2 Dali 00 
) 1(2) L+r+1° F) f(x) = sin(27) + 3cos(r +1); 


G) f()= Pa) Ta. 


zii 1) SA) =exp(sa)le? Te 4c06(2)) 


1) f(x) = arcsin(x) — “0 L) f(x) = rarctan(x) — arccos(x); 
M) fa)= Et. N) f(x)=2°8, aeR, b>0,b£1. 


+r° 
O) f(a) = 2! - 25%; 


A) f(x) =3x4- 2r+1 è definita in R in quanto polinomio. La funzione derivata prima 
di un polinomio è a sua volta un polinomio definito in Resi ha f'(x) = 12x° - 2. 


2 _ 

O) f(2) = salì è una funzione razionale ed è definita in R privato dei punti :1 
13 — 4x 

cui il denominatore si annulla. 13 — 47 = x(x° — 4) = 0 se e solo ser = 0,2. Pertanto 

il dominio di f(x) è l'insieme x € R\\{0, +2}. Nel caso delle funzioni razionali il dominio 

di f(x) e della funzione derivata f"(£) coincidono. Infine si ha, applicando la regola di 


Leibniz, 
2% + 473 — 552 +12 


(2r+2(18 — 42) — (12 +2r— 3)(31° — 4) _ #2? 


S()= (3 — 4)? 


tervallo chiuso [--1, 1], che è l’insieme risul- 


T 


è definita sull’ini 
(definita 
+1 


) (l'intervallo [-1, 1))edi 33 


I) f(x) = aresi pun 
S(7) cesin(x) Fri 
tante dall’intersezione dei domini di aresin( 


per x € R). La funzione derivata 
1 1-2? 


fa FACE 


è definita sull’intervallo aperto ] — 1» Il. 
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Esercizio 2.1.4 Si calcoli la funzione derivata di f(x) usando le regole di derivazione È 
si determinino i domini di f(x) e f'(x): 

A) f(x) = cos(r?) — cos°(r); B) /(r)=arctan(22 +2); 

C) S(1) = aresin(1*) — Je? — 1|; D) f(2)= lc? +5r-7]; 

E) f(r) = cos(e° + 3#) — sin(r* +1); F) f(x) = v37°—5r; 

G) /(1) = cos(log(x)); H) f(z)=log|r+1]; 


D) 12) = logcola); L) {(2)= Jew(r)-2; 


M) /(r) = exp(velZi - 1); N) f{aj= Ener) ep(-a), 


x? —2r 


O) /(x) = exp(3rcos(x)) + 6sin(exp(2°)); 


Esercizio 2.1.5 Determinare il polinomio di Taylor di ordine n e punto iniziale xy delle 
seguenti funzioni: 


A) f(r)=cos(x), 0= I n= 3; B) f(2)=sin(2), z0= © 4 


C) f()= exp(r), z0=1,n=4 D)f(2)=log(r), zo=e, n=3; 


T 
r+1l' 


E) f(7) = to=0, n=3; F) f(a)=log(r), ro0=1,n=4 
A) Per f(r) = cos(x), si ha 


TI 


f@)== sin), S"@)= coste), /") = sin(a), 


(O Or ri AL 


Il polinomio di ‘Taylor di grado 3 e punto iniziale #9, vale 


£" (za) A 
T(#,10) = f(29) + LV = 70) + TE e - ro)? + 1" (c0) ‘ 


TT Lo)}, 


e, sostituendo i valori trovati si ottiene 
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Figura 2.1: A sinistra, i grafici di cos(x) (linea continua) e del suo polinomio di l’aylor 
di ordine 3 e punto iniziale ro = x/3 (linea tratteggiata). A destra, i grafici di sin(x) 
(linea continua) e del suo polinomio di ‘l’aylor di ordine 4 e punto iniziale ro = 7/4 (linea 
tratteggiata). 


linea continua) e del suo polinomio dii Taylor 
ta). A destra, | grafici di mE] 
‘ale ro = 0 (linea 


Figura 2.2: A sinistra, i grafici di exp(®) 
= 1 (linea tratteggia «di 
‘Taylor di ordine 3 e punto inizi 


di ordine 4 e punto iniziale to 


(linea continua) e del suo polinomio di 
tratteggiata). 
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Figura 2.3: A sinistra, i grafici di log(x) (linea continua) e del suo polinomio di Taylor 
di ordine 3 e punto iniziale ro = e (linea tratteggiata). A destra, i grafici di log(z) 


(linea continua) e del suo polinomio di Taylor di ordine 4 e punto iniziale ro = 1 (linea 
tratteggiata). 


Figura 2.4: A sinistra, i grafici di VI-x-%YI1+t 
di Taylor di ordine 3 e punto iniziale to= 0 
cos(2r)-—exp(3r) (linea continua) e 


To — 0 (linea tratteggiata). 


(linea continua) e del suo polinomio 
(linea tratteggiata). A destra, i grafici di 
del suo polinomio di ‘l'aylor di ordine 3 € punto iniziale 
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& rig! 


Figura 2.5: A sinistra, i grafici di sin(x) — sinh(z) (linea continua) e del suo polinomio 
di Taylor di ordine 7 e punto iniziale ro = 0 (linea tratteggiata). A destra, i grafici di 
&xp(r) — cos(x)) sin(x) (linea continua) e del suo polinomio di Taylor di ordine 4 e punto 
iniziale xo = 0 (linea tratteggiata). 


_ 2arctan(x) (linea continua) e del suo 
0 (linea tratteggiata). A destra, i 


e del suo polinomio di Taylor di ordine 


Pigura 2.6: A sinistra, i grafici di 2log(1 + 2) — 2% 
polinomio di ‘Taylor di ordine 3 e punto Sa a 
Brafici di 2log(1+x)— 2 arctan(x) (linea conti 

3 e punto iniziale xo = 1 (linea tratteggiata). 
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Esercizio 2.1.6 Determinare il polinomio di Taylor di ordine n e punto iniziale ro delle 
seguenti funzioni: 


A) f(@)=VI-r-V1+, z0=0,n=3; 
B) f(x) =cos(2r) — exp(3x), z0=0, n=3; 
C) f(x) =sin(x)-sinh(2), z0=0,n=7; 


D) f(c)= (exp(2) — cos(z))sin(r), ro =0,n=4 


A) Per calcolare il polinomio di Taylor di ordine 3 e punto iniziale zo = 0 di f(x) = 


VI-x-v1+% usiamo 


3, (a a(a—1) a(a-—1)(a-2) 3 $ 
a k 3 2 
= = sip E Loy). 
(1+9) >(i)o +0(y9)=1+ay+ —_y È yÈ + 0(y?) 
Si ha i i - 
(1-2) =(1+(-2))A=1- 35- 3” si n° +0(28), 
1/4 1 1, 73 3 
(1+2) =1+0+37 +78 +0(2°), 
e infine 
(1-2)! -(1+2)!/ sila ip L84A28)- (1+3: 
3° 9° 31 1 


unto Va 10, i 
12° 72° — 10g68t +0). 


D) Per calcolare il polinomio di Taylor di ordine 4 e punto iniziale to = 0 di f(x) 
(exp(x) — cos(x)) sin(x), usiamo 


= Tr xi 
exp(r) = Lietta +0(24), 


x 


= at 
amarmi 4409); 


x 3 4 
sin(7) =#- 7 +0(24), 


(€) iena La 4A cal A 
— cos(r) = FT+7+5; = 
exp(r) — cosi 2*G7 +33 +24) (i -5+ = li nu) 


SppatygÈ A 
=t+t1 G 129), 
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e infine, 


(EP(2) — costa) sinto) = (cinta, a) (È 


=2+224+ 02°). 


Esercizio)2.1.7 Calcolare i seguenti limiti usando, eventualmente, il teorema di de l'Hò- 
pital oppure la formula di Taylor per esprimere il limite in forma equivalente: 


. sin(£°) ._ cos(r)—1 
A nia Rilp 2» 4 
. exp(r°2)_1 . x-— sin(x) 
C) lim STI, 
) 25ò sin(xr) - x” D) Line — tan(2)” 
im 79 ; ; a i 
E) lime log|lr|, a€R; F) lim zlog el, a>0; 
VI-22-1 x° — exp(x) 
H) li ; 
Sì) Le ViIFE=1* ) 2-0 cos(r) — exp(x) 
I) x° — sin(x) at L) li log(x) 


Ri exp(r°) — 1° 


0 O o 
A) Il limite è una forma indeterminata del tipo Ti Il teorema di del’Hòpital è applicabile 


si h 
SALO sin(r?) _. 2rcos(2°) _ 


lim a4r 250 2r41 
5 izio si può ri determinando a numeratore e denominatore 

Alternativamente, l'esercizio si può risolvere 

gli infinitesimi equivalent, 


0. 


sin(r?)=r2+0o(r°)a 2°, (r +0), a+r=r+0(12)8%, (0), 


e, infine, 


B O. L’infinitesi i della funzione 
imi ; i ipo —. L’infinitesimo equivalente del 
) Il limite è una forma indeterminata del tipo o L’infini q 


al numeratore vale 


2° ii rai +0), 
cose) =1= 7 YA): ( ) 
esi ha 0, 0<a<2, 
2-a 1 
im cos(r) — 1 _ lim "x =(3 a=2; 
2-04 En “ +00, a>2. 
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ore noi 
H) Il limite è una forma indeterminata del tipo ri Passiamo agli infinitesimi equivalenti 


a numeratore e denominatore, 
exp(xr)=1+r+ o(a), (€ + 0), cos(r)=1+0(x), (cr +0), 


x = exp(rlog()) = 1+ rlog(r) +0(7 log(2)), (c+0), 
2° — exp(x) = rlog(2)(1+ o(1)) = rlog(r), (r +0), 
cos(r) — exp(r) = —T+ o(a)R-r, (c+ 0), 
e, infine, 


a ij z1og(©) _ _limlog(r) = +00 
23Ò cOs(t) — exP(T) — im Lt) g(1) 


Esercizio 2.1.8 Calcolare i seguenti limiti usando, eventualmente, il teorema di de V'H6- 
pital oppure la formula di Taylor per esprimere il limite in forma equivalente: 


._ exp(r) . log(cos(2)) 
A) l 3 oloni)! 
ir B) 1% log(cos(22))' 
re. A 1\? 
ian di ame ((1+3) di 
1 
Pat . H 1 
E) lim rlog(1+).(@>0: > F)_lim s*log(1+2),(a>0); 


._ log(1+)— log(z) 
G) lim = —>(0>09; H) lim 2° exp(2°), (> 0). 


A) Il limite è una forma indeterminata del tipo 2 Si ha 


im EPA) _ 
ali ali exple—zlog(2))=0, 
poiché lim (e — rlog(r)) = —c0. 


D) Il limite è una forma indeterminata del ti, 
ipo 00 - 0. Si ha, imi 
; preliminarmente 


(be ce (fe(1 3) enni (1)) 


di 
=-—+o-|a_l 
2r o(3) So (£ + +00), 


dove abbiamo usato gli sviluppi asintotici 


TA 1 È 1 
ci(1+ 5) (Pa to(3))1-24() 


(mi 100), 
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exp (i - 30 + A1))) = eexp (30 +0(1))) e (i 5 Ta i 01) 
2r' (£ + +00). 


È 1\? 
imrellik=]) ela e 
side (( =) “*jrdtto)-$ 


G) Il limite si presenta nella forma indeterminata LT 
sviluppo asintotico 


log(1+x) =log (e(i + 3) = log(x) + log (1 BE 3) = log(x) + za +0(1)) 


1 
® log(x) + @ (r + +00), 


Si ha infine 


lo 


Utilizzando il seguente 


si ha ati i 
tim LE0+9) 108) _ im 


—=0, Va > 0. 
T++00 9 x-++00 gat1 


Esercizio 2.1.9 Per la funzione 
f(x) = 2log(1+) — 2arctan(z), 


si determinino i polinomi di Taylor di ordine 2 di punti inizializo =0 e xo = 1. Si calcoli 


poi 
. f(a)- f(1) 
im" ° 
Si ha 
2 2 ra sr 
fe=tHita POT 
4 4 162? 


f"@= Tg! 4 1499 
da cui si ricava 


f(o)=0, s0=0 S@=7 s"(0) =8, 


1 Mi 1 
mici 0)=-3. 
f(1) = 2log(2) — 5 fo=0, S@=p LO 
Il polinomio di Taylor di grado 3 e punto iniziale zo, vale 


f" (co) SL" (n _ ro, 
Paso) = (60) + falle + Ea 


e, sostituendo i valori trovati si ottiene 


n (e 1 (eb 
T(x,0) = 22 + gr T(x,1)=2log()-3+ 7 12 
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2.2 
Infine 
&@-1°_(@-1f 
Sf) _; a ip li 
x) f(1) _ ; T(x,1) S( = lim SIE ii 
lim OCT = I (1° 7 
Esercizio 2.1.10 Delle seguenti equivalenze: 
(1)sinb(rlog(a)) 8 7-1 (2+1); (2) cosh(zlog(2)) = 2, (1 +0) 
(8)sinh(elog(r)) # €, (€ + 0), (4) cosh(rlog(2)) » 1-2, (c+1), 
A) nessuna è vera. B) solo (3) e (4) sono vere. 
C) solo (1) è vera. D) altro. L 
Fi 
Da di 
lim log(r) = 0, lim log(r) = log(1) =0 
(2.1) 


lim, cosh(log(r)) = cosh(0) = 1, lim cosh(xlog(x)) = cosh(0) = 1, 
segue 
cosh(zlog(2)) #1, (r +0), (risp. (cr +1)). 


Pertanto (2) e (4) sono false. Per le rimanenti affermazioni, da 


sinh(y) ®y, (y+0), 
e (2.1) si ha 
sinh(rlog(x)) x rlog(r), (cr +0), 
(3) è falsa poiché 
. tlog(z) 
fim OB) _ 
230 x ——© > clogeg%a, (r-0) 


Infine (1) è vera poiché 


sinh(rlog(2)) n log(r)wx-1 (@-1) 


uest’ultima affermazione si può E 
Q può ad esempio verificare ricordando che 


bg +)=Y (-0) 


e operando la sostituzione y = x — 1. Quindi C è ver; 
CA 
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Figura 2.7: A sinistra il grafico di f(x) = sue e 


derivata f'(x). 


e a destra il grafico della funzione 


. Ò sin(r) — 7 
Figura 2.8: A sinistra il grafico di g(x) = exP | Gi 


) e a destra il grafico della 


funzione derivata g'(x). 
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2.2 Derivazione 


Esercizio 2.2.1 Sia va -T 
fa= TE 
io naturale. Si determini soy S(x). f(1) è prolungabile con conti. 


definita nel suo domimo 
df(7) 
nuità in x = 0? Si calcolino poi =“ — exp(f(x)). 


Il dominio di f(r) è R\{0}. lim f(x) è una forma indeterminata del tipo 5 che si può 


vere applicando il teorema "di de l’Hòpital due volte, 


risol 
_ sin(e@)-r_,. cosoa)-1_ xy sin(x) 
fig Pl DE i IT = li =0 


Alternativamente, usando la formula di Taylor per approssimare sin(x) nell’intorno di 

d=0, 
; 23 

sin(a)=c- Ft o(18), (r +0), 


si ha 


N 
lim PETE — tim 9 — = im Z(1+0(1))= limp =0. 


DE i limite risulta finito, f(x) è prolungabile con continuità in x = 0, se si pone 
Si ha poi 

d sin(r) x _ (costr) -1)r--2(sin(r)-x) ecos(r)-2sin(a) +7 

dr 2 73 i 73 ì 


di exp(f(2)) = df(r) _ rcos(r)—2sin(r) +7 in(a) - © 
# = pf) DE — n co (PE ) 


Esercizio 2.2.2 Si consideri la funzione 


1) = Cd, 


nel suo dominio nat: i calcoli: Ro ini 
‘urale. ino f(x), lim f 
e. Sì calcol: S"(£) T0+ (2) “ ) 


Il dominio di f(x) è R\{0}. Usando 


d 
log(3r?) = log(3) + 2 log ||, #81=3 


si ha 
©) = log(a29) L1 + 1-4 (tog(9) + 21og]ai) = STIAC2) al 
T 


do» 


Es 


nel 


DE 


eq 
Per 


Peri 
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._ log(82°) SARA] 
Mi = -00, poiché dim log(32°) = 00. 
Infine im f(x) è una forma indeterminata del tipo 2 


lia log(3) + 2 log |g| = 


+00 x 


T+-00 


dove nell'ultimo passaggio abbiamo applicato il teorema di de 1 Hòpital 


Esercizio 2.2.3 Sì consideri la funzione 


f(x) =|c+3]- va?+35 
nel dominio naturale D e sì risponda ai seguenti quesiti. 
î) Detta f'(x) la derivata prima, si ha 

A) -00 < f'(x) <0, per ogni e € D\{--3,0}. 

B) 0< f'(x) < +00 se e solo se r<-3. 

C) Esiste un unico £ €] — 00, —3[ tale che. f'(2) = 

D) Nessuna delle precedenti affermazioni è vera. 


ti) Si determinino lim, f'(©), Jim f(7) e lim S(2). 


D={r€R :r°+3r>0} =]— 00, —-3]U[0,+000, e 


2a? +3x — 2x - 3 


NT na x>0, 
3) 20438 _ Ie +8a 
f@)=signle +9)“ avez) avGrrazan4? Lea 

aversi 


Per 2 >0, si ha 


24 3r)> (25+3)?, 
f@>0 + 2VFFIE>2+3 — 1@°+32) (22 +3) 


€ quest’ultima è equivalente a 0 > 9, che è impossibile. 
Per x < —3, si ha 


27-3 «> 4(22+32)<(-22-3)? 
S(a)>0 2a” +38 < 
> 0<9 


; è . Inoltre, 
Pertanto le risposte A e C del quesito i) sono false, mentre B è vera. , 


2r+3 


LS) = Mn VET 


= +00, 
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Figura 2.9: A sinistra il grafico di f(x) = 1°log|e| e a destra il grafico della funzione 


derivata f'(x) in un intorno del punto x = 0. 


Infine 


° : ._ (-x-3)?—(e°+32) 
RR 


2 ii 3r+9 ._ 3r 3 


3 ; 
-2(1+3) +e] 1+- 
r x 


=-_lim —=-3. 
2-00 27 2 


a i 2 (x2+32) 
lim = lim (|r+3|- v2? = (r+3)? — (£°+ 
slim f(@)= lim (|r+3|- ve2+32)= lim, r+3+vr?+35 
e 3r+9 3 


im 
t++00 


3 
2(1+3) + pat 
= x 


Esercizio 2.2.4 Si consideri la funzione 


fa) = { a°logle, #0, 
0 i 


i) Si calcolino f'(x), lim f(x) é lim /@). 


ii) L'equazione della retta tangente al 


A) y=3er—2e?. grafico di f(x) nel punto di ascissa ro = e vale 
C) y = 2ex — 3e? B) y= —3er 4.26, 
dv 7 D) altro. 


2.2. 
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Figura 2.10: L'equazione della retta tangente al grafico di f(x) = x2log|r| nel punto 
(ee?) vale y = 3ex — 2e?. 


f'(x) = 2rlog|x| +, x #0. Applicando il teorema di Hòpital, si ha 
-1 2 


log |x x . x 
g| l_ tim = lim-—=0, 
x? 2-0 —2r73 20 7 


fm /0)= in 


lim $'(2) = lim(2og le] +2) = im É9° = im 23 


L’equazione della retta tangente al grafico nel punto (xo, f(o)) vale 
y= f(x0) + f'(ro)(x — zo). 


= e log(e) = e?, f'(e) = 2elog(e)+e = 8e e, infine, l'equazione 


Nel punto zo = e si ha f(e) ] punto assegnato vale y = e +3e(x — e). 


della retta tangente al grafico della funzione ne! 
A è vera. 


Esercizio 2.2.5 Si consideri la funzione 
fa) =5+7( - 3) exp(-22), 
; ; cia 21 ione 
nel suo dominio naturale. Si calcoli f ‘(x). Siano inoltre g = S(6) e S7'(y) la pensioni 


oa a 1), 
inversa di f(y), definita in un intorno di j. Si calcolino 4 e (f°') (7) 


) = 6, si ha g = f(6) ="5+231e7, /"(6) = 
l'a) = 12 +6— 22°) exp(-22). Per " 6, sihag=/f 


-378e7!2 e, infine, (471) 5 TO = 7378 
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suli one 


Figura 2.11: A sinistra il grafico di f(x) =5+7(x° — 3) exp(—22) e a destra il grafico 
della funzione derivata f'(x). 


Esercizio 2.2.6 Sia y € C°(R), Posto 
Lly]=y"+2y+3y, (29) 
si effettui il cambiamento di funzione 


P(£) = y(1) exp(z). 


Si ha 

LIp(2)e" = e" + hg, 09 
con 5 ll 
Rie Beep GAI bai 


La soluzione dell’esercizio si ottiene applicando la r 
egola di Leibniz all: A 
a funzione prodotto 
Ya) = P(2)e7®, 
e imponendo che, se y(7) soddisfa (2.2) (2) &P(=z) soddi a 
isfi (2.3). Si 
y=(p- pet az sila 
3-29 + p)e-s 
che sostituite in i 
Ly] =y"+29+3y= {| 


permettono di concludere che & = 2. 
Alternativamente, si possono utilizzare le derivate di 


P(T) = (2) exp(2), 
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imponendo che y(x) soddisfi (2.2), se exP(-2)g(7) soddisfa (2.3). Siano 
P=Wtve = 424. 
Sostituiamo tale espressione in 


Lola) exp(-2)] = p"+kp= ly" +29+ (k+ I)yle®, 


Poiché il fattore e è sempre diverso da zero, affinché y soddisfi |” 


operaiore L[y], dobbi 
imporre che pi {y], dobbiamo 


k+1=3 > ke 
2.2.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 2.2.7 Sia 


_ arctan(r) 
far 


’ 


definita nel dominio naturale. Si determinino i S(x) e lim /(a) 


T90 Tr 


Esercizio 2.2.8 Sia 
S(x) = rlog(r) 


nel suo dominio naturale. Si determinino dominio e derivata delle funzioni exp(f(x)), 


cos(f(7)) e log(f(x)). 


Esercizio 2.2.9 Sia 


arcsin(x) 
Sel= 721 
Î : d Si 
Si determinino: il dominio naturale di f(x), ll limo ie.dim Sa). 


Esercizio 2.2.10 Si consideri la funzione 
f(x) =|r° - 6r+ l|exp(-x), 


nel suo dominio naturale. Detto $ = f(0), sè valuti (S71)"(7), dove f7'(y) è la funzione 
inversa di J(x) definita in un intorno opportuno di y. 


Esercizio 2.2.11 Si consideri la funzione 
12) = |a? — Alexp(-lr + 31), 


di sia PU s 
nel suo dominio naturale e si determini J'(x). Siano pot y pe i . N}: Ù" elet 
inversa di f(y) definita in un intorno di y: si determimino ? valori di y € ( (u 
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Esercizio 2.2.12 Si consideri la funzione 


x -9 
a -A| 


f(2) = log 
nel suo dominio naturale e si determini f'(x). Detti poi y = S(v7) e S7!(y), la Sunzione 


LA = 21/5 
inversa di {(y) definita in un intorno di j: quanto valgono 7 e (S7')'(7)? 


Esercizio 2.2.13 Si consideri la funzione 


12 — A|log|le? — 4|,, x7#42, 
ia={F-4 243, 


si determinino f'(x) e lim f(x). Siano poi j = f(V3) e f-!(y) la funzione inversa di 
f(y) in un intorno di j: quanto valgono & e (f71) (7)? 


Esercizio 2.2.14 Si consideri la funzione 


J (1) = log 


x -4 

r-9|" 
nel suo dominio naturale e si determini f'(x). Siano poi 9 = f( 
inversa di f(y) definita in un intorno di Y: quanto valgono y 


(13/2) e f-(y), funzione 
e (1) (9)? 


Esercizio 2.2.15 Si consideri la funzione 


S(1) = (2° +27) log(28 + 27). 
i) Si determinino îl dominio di f(x), S"(©), lim Sl : 
PI ; LAT asa f(a) e dim S"1). 
ti) La derivata della funzione inversa Sy) 


nel punto v= f( 


rici —2) vale 
A) CY = rio): B) (Yz __1, 
©) (4-!Y/() = L18046 12+ 12log(19)' 
i 19log(19) ’ D) altro. 


Esercizio 2.2.16 Si consideri la funzione 


Ha) = EE +59 
x , 


definita nel dominio naturale. 
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i) Si calcolino im Sw) e f"(1); 


ii) La derivata della funzione inversa SC (4) nel punt 
0 y 


MIN 25 S(0) vale 
A) A ) (y) = Zlog(6/5)". B) (SY Mm 2log(e/o 210g(e/5) 
sd log(e/5 25 
© (1) W - di 5 mao 


Esercizio 2.2.17 Sì consideri la funzione 


Î(®) = x (logla]- 1)? 
nel suo dominio naturale. 
i) Si determinino f'(x), lim n f(7) e lim n f(2). 


ii) L* Ra <d della retta tangente al grafico di f(x), nel punto di ascissa x = Ve, è 


A)y=-t2+ ve* B)y= +3) 
0) y= ent 1). D) altro. 


Esercizio 2.2.18 Sia 
f@)=2(1+log°(2)), 
definita nel suo dominio naturale. 
3 BIO: HI” 
î) Si determinino lim f(2) e lim f (2) 


di) L'equazione della retta tangente al grafico di fl) == (1 +log° (2), nel punto di 
ascissa x = e, è 


A)y=er+1+e. B)y=rte. 
C)y=4r-2e.* D) altro. 
Esercizio 2.2.19 Si consideri la funzione 
r3log(r?), 170 
f(x) = {5 0, x=0, 


i) Si determinino lim f(x) € lim f&): 

2-40 x PECS) 
f(x) nel gunto di ascissa to = € val 
B)y=4der+ 6e3. 


D) altro. 


ti) L'equazione della retta tangente al grafico di 
A) y= 6e2x — 8e8. 
C) y= 82 — 6e8.* 
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Esercizio 2.2.20 Si consideri la funzione 


f(x) = 2log(1 + x) — 2arctan(r) 


nel dominio naturale. Per y f(2), sé ha 


16(log(3) — arctan(2))? 


PAPERE 5) (1!) = E retata 
©) (SU) 2. “ D) (1 !)(0) = —Taog0) TOT 
Esercizio 2.2.21 Siano fo 202 

= DI 
ed = /(1). Detta f-*(y) la sua inversa (definita in un intorno opportuno di 7), si ha 
A) altro. B) (1) @=7- ©) (1) = 7 Dj) 


(MY @=-T 


ESERCIZIO 5 Sia f(x) = 3e— elog?(z), (2 € [1,+00[), eg = f(e). 
A) (x) non è invertibile per x € [1, +00[. 


B) Detta /-!(y) la sua inversa, si ha (#° Y (7) = 
©) Detta f=!(y) la sua inversa, si ha (47) (7) = 2e. 


D) Detta f-! (y) la sua inversa, si ha (1 si (7) = -è 


Esercizio 2.2.22 Per 
_ 1-2? 

i 2e log |x|” 
st considerino le seguenti affermazioni: si 
(a) f non è dispari; 

(b) lim f(x) = —e; 

(c) f non è prolungabile con continuità in x = 0; 
(d) non esiste lim,_,_ vof(£): 

A) (a) e (c) sono vere; (b) e (d) sono false 
B) (a) e (c) sono false; (b) e (d) sono vere 


€) (a) e (b) sono vere; (c) e (4) sono false.* 
D) altro. i 
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Figura 2.12: {(7) = soin e) 


2.3 Limiti di forme indeterminate 


Esercizio 2.3.1 Per 
exp(_z) + sin(#) — cos(e) 


L=lm cos?(x) — cos(r2) 3 
si ha 


A) L=-1. B) L= -c0. C) L=2. D) altro. 


Il limite è una forma indeterminata del tipo i risolvibile tramite gli sviluppi di Taylor 
(240): 


1 
exp(-r)=1-r+ a +0(2°); 


cos(x)=1- 3a + 0(£2); 
sin(r)=r+0(2°). 


Al numeratore otteniamo l’infinitesimo equivalente (r +0) 
1 1 2 I: all 2 
exp(-x) + sin(x) — cos(r)=1-T+ 3° +r-1+37 +0(x°) =r° + 0(2°). 
AI denominatore, poiché (x + 0) 


2 
(cos(x))? = (i - = + 2) =1-22+0(2°); 


4 
cos(r°) =1- 5 +0(x8)=1+0(28), 


nni 
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2 
2_1+0(r°)wR-r. 
si ha (r 30) cos (1) — cos(1°) = 1-7 ) 


:] limite richiesto vale 2 
Infine il limite ri exp(—r) + sin(r) — cos(x) cn 


= lim =-1, 
. 30 — gr 
i 


e A è la risposta corretta. 


exp(—z sin x) — cos(rv2) : 
Figura 2.13: f(7) = P( tan(23) ,pert +0 


Esercizio 2.3.2 


L= exp(—z sin x) — cos(v2r) 
SÒ tan(x4) à 


n 
A) L= +00, B) L=}. O) L=0. D)L=3. 


0 
Il limite si presenta nella forma indeterminata 2 


STE r 
n Applichiamo la formula di Taylor p® 
determinare l’infinitesimo equivalente al numer: 
AI denominatore è 


atore e al denominatore. A Lar 
sufficiente fermarsi al primo ordine Perturbativo della funzione t 
gente, 
tany=y, (Vv 0). 
Sostituendo y = 14, otteniamo 
tan(r') 74, (ci 0). 
Al numeratore è conveni 


lente considerare 
caso in cui al n 


si dl 

utti 10 al quarto ordine. Infatti. Hi 

fino al quarto » % termini della formula di ‘Tav 
immediat vale 0. ° risultasse 1 


da 
In o(14)), possiat! 


iiUETIE@reo@he@[*-ok*-É*Ékkoe-*<@k<<-<@<*>—>=@©=@©@="=""©"©"©©"©©©@1À11114m@€@1111.@@1xx%=">#%%x===mtz21212121212114yy__. 
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Poiché x sin è un infinitesimo del secondo ordine (4 0), per ottenere lo sviluppo di 


exp(x a n ion ordine compreso, è sufficiente sviluppare l’esponenziale fino al 
secondo ordine. Gli sviluppi elementari delle funzioni che compaiono al numerato; 
re sono, 


(439), 
e = dbyg 3 + oY°); 
cosy = 1- 25, % Lil +0(y4), 


| 2° 24 
da cui otteniamo, (x + 0), 


cos(rv2) =1- 2 + 32° +0(24), 


7 1 ? 
exp(-rsinx)= 1+ (2? + Ta + DO) + 3 (a? + 7 + 24) 


2 
+o(2*) = 1-z2+ 3° +0(2°). 
Pertanto, il numeratore diventa 


di 1 
exp(-xsinx) — cos(rv2) =1-x°+ 3° —1+22- a +0(x4) 


A 3 +0(25), (r+0) 


e, infine, la risposta corretta è D: 
L=li zl 
CS 2 


Esercizio 2.3.3 n 
sim (&P(C) = costa) 
= 20 sin(x°) — (sino)? * 


L 
A) L= +00. B) L=0. C) L= -3. D) L non esiste. 
2 Il metodo di risoluzione più semplice 


i presenta nella forma indeterminata = 

Il limite s ta nel 0 

consiste L or e e denominatore mediante 
iste nel determinare l’infinitesimo equivalente a nume ‘atore e ll 


gli sviluppi di ‘Taylor delle funzioni elementari coinvolte. Si ha, (r +0), 
2 
x 3 
cose = 1-7 +0(28) 


TL o(2?) 
expo = 1+7+7 +07), 


3 


T 
sing = a- FP) 
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Figura 2.14: f(x) = (exp(0) — cos(2))? 
) 


sin(x°) — sin°(x) A 


Pertanto al m 
umeratore H ia > 
otteniamo possiamo limitarci al primo ordine dell l 
o sviluppo di T: 
‘aylor e 


(exp(#) — cos(e)) = (r+o(2))?=2(1+0(1), (x +0) 


AI denominatore, considerati gli sviluppi 
sin(r2) = x°- 1,6 
(x) x°- gr +0(28), 


(r +0) 


Il 


" “a 2 
sin? x (e _ Der + o( 3 ) 
lg at _ 1 
ii Cari ie 


si ha 
sin(2°) — sinz = 3 + (24) 
Quindi la risposta corretta è A: (+0). 
1-1 SIGLE n È 
hi 12) — (sin)? im = 
) bai) 3e = +00. 


Esercizio 2.3.4 
lim log(1+ 27) exp db 
z} 057), 


240+ 
A) vale -0 seb<0 e +90 seb>0. 


B) esiste finito per 
0 e 0 negli altri casi. 


edenti risposte. 


b<0 e oscilla se b>Q0. 


C) vale 1 se b= 
D) non soddisfa le prec 
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Figura 2.15: f(x) = log(1+2x) cos(1 Ja)et, presenta oscillazioni di ampiezza 
mente crescente nel limite x + 0*. A destra, g(t) = log(1 + 2/t) exp(t) cos 
dalla precedente tramite il cambiamento di variabile x 


ampiezza esponenzialmente crescente nel limite t + +00. 


esponenzial- 
t), ottenuta 
= 1/t, presenta oscillazioni di 


Detta 
fe(x) = log(1+22)exp (è) cos(17), 


consideriamo separatamente il comportamento delle tre funzioni che la costituiscono, (x + 
0). 


+00 se b>0 


0 se b<0, 
log(1+22)=22+0(1) (r+0). 


dotto vi è un 
Infine cos(x-1) oscilla mantenendosi limitata (r + 0°). DREI e pra talee, 
fattore oscillante e il limite, se esiste, vale zero. Quindi le rispos 


lim S6(£) =0, vb< 0, 
. | 2-0+ 
20 prodotto di una funzione convergente a 0 per una funzione limitata 


converge 


Infi ‘ 
Mine, se b > 0, il limite non esiste. Infatti 


1. 2exp(by) _ 
tim PEC +22) _ lim a i: Ser STA 
un db, 20 i 
0 exp(-2) p(-7 


Ì imi ja risposta corretta è B. 
3 qui i, Sola ),seb>0 oscilla in maniera non limitata. risp: 
? , 
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Figura 2.16: La funzione f(x) = exp (L sin(x log ”) è prolungabile con continuità in 
x 
r=0. 


Esercizio 2.3.5 Sia 
L= lim x? exp (L sin(x log ) 
A) L=+00. B) L=0. 


C) L non esiste. 
D) nessuna delle precedenti. 


Calcoliamo subito il limite dell'argomento dell’esponenziale D 
- Da 


lim sin(y) sa 
90 y 1, 
segue che in(zlog7) 
.__ sin(rlog ; 
lim = im SÎN(@ log 7 
2-0 Tr Tia io Le log 7. 
Pertanto, 


n Ti 
lim exp (L sin(r log ) 


> P(V7 log 7) 
Per il teorema sul limite del prodotto, si ha 
L= exp(vrlog7) lim x=-2 o 
T40 = +00, 
La risposta corretta è quindi A. 


+ni .6 Sia x — e a 
Esercizio 2.3.6 per +e 
ke dn sinve > @>o, 


A) L=1,Va>0. 
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rile Li. 


alpha=1/2 


20 alpha=1/4 


00 x 1e-05 


ar 
Figura 2.17: Il comportamento di f(x) = e, r+0t, pera = 


ea= 


sl 


B) L non esiste per alcun a € R. 
C) L=+00 sea <1/2,eL=0sea>1/2. 
D) L=1sea<1. 


0a 
Il limite si presenta nella forma indeterminata o Si ha 
siny®Ry (y+0), 
da cui, (y= v£), 
sin(va) n ve, (1 +0). 


AI numeratore, da 
expy=l+y  (y>0) 
ricaviamo, (y= rlogx), 
x° = exp(rloga) R 1+log£, (2+0). 
Pertanto, il numeratore è equivalente a 
r-e+r°=zloga-T+3°+ o(rloga), (€ > 0), 


da cui si ottiene, (x + 0), 


bea l vE 0 
. POST _ tim vrloga=0 
dn vr 407 


4T 


La 
7 
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Pertanto C è vera, mentre A, B e D sono false 


Figura 2.19: f(x) = cos (£) 


Esercizio 2.3.7 Sia 


23. LIMITI DI FORME INDETERMINAYE 


49 
A) L= +00. B)L=1. C) L=0. D) L non esiste. 


Il limite si presenta nella forma indeterminata 0 x co. Osserviamo che 
lim cos (3) = li 
7) > sim cos(my) =; 


T 
e, pertanto, il fattore cos (3) 
limite e del suo valore. 
Applichiamo il teorema di de ] 


è irrilevante ai fini della determinazione dell’esistenza del 


’Hòpital per determinare L 


“1 
L= lim log(1 +2) (>) lim (+e) = lim 2a exp(-va)=0. 
T-++00 exp(v) z++0 1 VE t++%0 147 
2/a ©P(VE) 


Pertanto la risposta corretta è C. 


Esercizio 2.3.8 Per la funzione 


al) + 2° — exp(2) 


Sa(2) = exp(r) — 2+ cos v2r° 


a>0, 


si ha 

A) le altre risposte sono false. 
B) Ja(r) = (2°), (r-+0+), Va>0. lo 

©) Sea=2, fa(x) = O(log(2)), (r + 0+) e fa(2) = da 2), se da D vi 
D) Sea=1, Sa(x) = O(log(2)), (r + 0+) e fa(r) = (x), (r + 0+), ì 


; 0), 
Usando gli sviluppi di Taylor elementari (y + 0) 


1, 2 
-: (e) ) 
exp(y) =1+y+39° +00) 


La, l A+o(y4), 
cos(y)=1— 34 + 34Y 


si ha T4H0 1 2 
i cos ar =1-£+g0 +07); 


=? — exp(x°log(x))=1+ 2° log(x) + 0(2°log(2)), 
x = 


2? avuto 
+ -241-5+ +) 
exp(x) - 2+cosv2r=1+t+%5 


bi 4 i 
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2 
r 2 
x +r° — exp(x) = a2log(r)+1° -T- 5 + o(x° log(x)) 
a° se 0<a<1, 
= i x2log(r) se a=1, 


-z se a>1l. 
Pertanto, (x + 0+) 


ao se 0<a<]1, 


far) ® 3 log(e) se a=1, 


-— ai 
Da se 

Quindi D è vera. 

B è falsa, poiché, ad esempio, per 0 < a < 1 si ha 


C é falsa, poiché, ad esempio, per a > 2 si ha 


Sol®) _ 


= lim — = -00. 
c+0+ g0-1 x-9+ 2r0-1 


2.3.1 Esercizi di ricapitolazione 
Esercizio 2.3.9 Per 


zii cos(52)(e?® — e-*) — sin(52) 
= e*(cos(2x) — cos(x)) + sin(32°)’ 


si ha 
A) altro. B) L non esiste. C) L= 3. 
D) L= +00. E 5 5 
L=--, na 
) z F)L=-3. 


Esercizio 2.3.10 Per 


L= tiny Sin(@) — cos(a) sinh(7) 
si ha #90 sin(e)—sinh(a) ’ 
iii B) L= co. ©) Lal 

73 D). altro. 


O 
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Esercizio 2.3.11 Per 


sinlz) — e x lo, 3 
L= lim date) — op (5) lt +2) 
240 sin(#) — log(1+) 


’ 


si ha 

= B) L=-1. C) L=0.* D) L=: 
A) L=1: ) ) Esa 
E) L non esiste. F) altro. 


Esercizio 2.3.12 Per 
L= lim L05(87) — cosh(3x) + exp(82) sin(9r°) x 


a sinh(22) — exp(4°) sin(2x) t 
si ha 
27 
A)L=0. B) L=. C) L= non esiste. D) L= 3 
E) L= SL F) altro 
Esercizio 2.3.13 Per 
_ log(1+ sin(x)) — exp(sin(x)) + 1 
L=lin n) Diano) ’ * 
si ha 
1 
A) altro. B) L=3* C) L=0. D) L=7 
Esercizi | 
ercizio 2.3.14 Per sus cos(2) — exp(x) cosh(x) Rs 
mi; cos(7) — cosh(x) |’ 
si ha 
A)L=1. B) L= 00. C) L non esiste.* D) altro. 
Esercizio 2.3.15 Per 
._ exp(-2°)— sin(r°)cosh(r) — cos(22) 
dela cos?(x?) — cosh°(x°) i 
sì ha 
: 1 
A) L= co, B) L non esiste. C) L= 3° D) L= +00. 
E), _1 3 
n F) L= n 
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Esercizio 2.3.16 Per î 
(exp(a9) - cp(-20)) coste) - 2exp(-2°/2) 1 


L=lim sin(1°) — sinh(x°) : 
si ha 
A) L= -00.* B) L non esiste. C) L=0. D) L= +00. 
5 F)! 5 
mat )L=3. 


Esercizio 2.3.17 Per 


i inh(x) — 22 cos(T 
LIOR (2) (2) 


20 sin(x) — sinh(2) ò 


si ha 
A) L=0. B)L=3. C) L= -00. D) L=-3. 


E) L non esiste. 


Esercizio 2.3.18 Per 
1+exp(22) — 2exp(z) cos(x) 


L=li SES 
250 sin(x) — exp(r) +1 e 

si ha 
A) L=0. B) L=-4.* C) L= +00. D) L=1. 
Esercizio 2.3.19 Per 

L= lim — cos(1) — cosh(x) 

#50 sin(27) — exp(2) sinh(2x)” 

si ha 

1 
A) L=0. =. 1 

Vi B)L=]*  OL=40 D) L=-;. 


Esercizio 2.3.20 Per 


L= lim LOSh(£) — exp(2°) cos(x) 
di #30. (cosh(x))? — (cos(x))? ’ 


A) L=0.* B)L=-: 
) ti €) L= +00. D) L=1. 
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Esercizio 2.3.21 Per 
L= lim £(cos(x) — cosh(x)) 
#30. sin(x) — sinh(x) 
si ha 
A) L=0 B)L=3*  C0)L--x D) L= -3 


Esercizio 2.3.22 Per 


= Ta sin(x) — exp(x) log(1 +2) 
230 log(1+ x) — exp(x)sinh(x)" * 


si ha 
De _2 1 
A) L=-1. B) L=2. C) L=3. D) L=;.* 
Esercizio 2.3.23 Per 
sin(2r) — exp(x) sinh(27) 
L=alim ——_—_—___ _—__ 
250  sin(32) — sinh(82) ’ 
si ha 
A) L=0 B) L=! C) L= +00 p)L=È. 
i 27 ° 27 


E) L= --c0. F) L non esiste.* 


Esercizio 2.3.24 Per 
il 
log(1 + x?) — exp(e) sin(1°) x 


= im log(1 +27) — sin(1°) 


D) L non esiste. * 


A) L=1. B) L= -c0. C) L=2. 


Esercizio 2.3.25 Per 
sin(x) — exp(e) log(1 +9) 


L= lim cos(t) — exp(r° ) 


1 2 
1 sie D) L=3 
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izio 2.3.26 Per Ì 
i — exp(rsin(2)) - 1-7 sin(x) 
L= (cos(4r) — 1) sin(x°/5) 


’ 


si ha Ù ; 
= C)L=-4.* D) L=--. 
A) L=0. B) L= -c0. ) TA 5 
Esercizio 2.3.27 Per ; 
È 
VI+2? — exp(x°) + sin() 
4= a tan(2É) 3 
si ha 
A) L=-3* B) L=3. C) L= +00. D) L=0. 
Esercizio 2.3.28 Per 
L=lm exp(1) — exp(3r) + sinf2r) 
40 cosh(x) — 1 
si ha 
coi iii C) L= +00. D) L non esiste. 
Esercizio 2.3.29 Per 
L= lim LP?) — exp(52) + sin(52) 
240 cos(r) — 1 Ù 
si ha 
A) L non esiste. B)L=23.* C) L=0. D) L= -23. 


Esercizio 2.3,30 Per 


bam exp(x°) — exp(3) + sin(37) 
+0 cos() — 1 ’ 


si ha 


A) L non esiste. B)L=7. C) L=+ D) L=-7 
= +00. cui 
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Esercizio 2.3.31 Per 
L= lim —_Seos(y) — Set 
1-0 [exp(v) — sin(va)} = 1° 
si ha 


A) L= +00." B) L=0. C) L= + D) altro. 


Esercizio 2.3.32 Per 
L= tm li cnta))tre 
20 3(sinh 2)? — g,sina» 
si ha 
A) L=-1. B) L= +00.* C) altro. D) L=-c0 


Esercizio 2.3.33 Per 
L= tim (Gc0Sh(/2) — 6cos(yE))(exp(2*) — 1) 


20 15 sin?(x) — 15sinh°(z) vi 
si ha 
3 3 
A) altro. B) L= +00. 0) L=-5.* D) L=-;. 
Esercizio 2.3.34 Per 
L= lim Bn"@2)dlog(1 +2) 
Ca  [cos(r) — exp(r9)_” 
si ha 
40, JA 
A) L= +00. B) L= =" C) L= Da D) altro. 
Esercizi 
rcizio 2.3.35 Per i 2exp(1) — coss — 27 
da dn cos — cosh x 
si ha 
A)I= +00; B) [= -00; C) I non esiste; D) / vale altro. 


Esercizio 2.3.36 Per 
—_ 2sinh(x) — 2log(1+2)— 
I=lm (exp(x) — 1) arctan(2) 
si ha 


A) I non esiste; B) /=0; C)I=-00 D) 1 vale altro. 


n 
ta] 
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Esercizio 2.3.37 Per 
. exp(x°)-1—log(1+?) sa 
bra sin?(2x) — sin(4r°) 
si ha 


-_3 e B ner C) L= +00. D) altro. 
A) L= ) 8 


Esercizio 2.3.38 Per 


29° — (ax) — x° 


La=lim at —exp(x) ’ US a 
si ha 
A) La=+00, Va>0,a#e. B) Li non esiste. 
C) La>0, se0<a<e.* D) altro. 


Esercizio 2.3.39 Per 


3a ; a 

x°*-—1- sinh(x°) 
in a 45% 
si ha 

A) Ia non soddisfa le altre proposte. B) I esiste finito per ogni a > 0. 


C) Ia =-00 se e solo sea=1. D) I1<0 per ognia> 0.* 


Esercizio 2.3.40 


a _,t 
L= lim = e°+a% 
220 rlogr + elt:* Le 
A) L= +00, sea» 1. B) L=1, se0<a<1. 


€) altro. D) L= 1, sea>1.* 


Esercizio 2.3.41 Detto 


= li 1 1 
L= lim (e — exp (5) 2°, 


B) L= 400 sea>1.* 


a parametro reale, 


A) L non esiste pera> 0. 


C) L=0sea<1. D) altro 


Capitolo 3 


Integrazione in una variabile 


3.1 Integrali definiti 


Esercizio 3.1.1 Calcolare i seguenti integrali 


A) bia B) Tri 


—— dr; 
9 [e DI la 
1 
) f'varziaa; F) f eap(az +3da; 
2 


r/3 1 dr 
G) da cos(2r +1)dr; H) h Wi peri 


e dr 
2r+1 de L) / _——. 
[ae ll rlog(x) 
Losa ione inte- 
A) L'esercizio si risolve per via diretta identificando una primitiva della funzione ini 
Branda. Si ha pertanto 


E) Procedendo nello stesso modo, si ha 


veri È (00-19), 
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e, infine, 


=£ 1 t=3 
dd la 12) de = [j@2- 1] 
[ dela -/ dr (er » 3‘ ) dts 
«2 
1 2_5V5_ 
(6-1)? — gu = 


L) Procedendo allo stesso modo, si ha 


i 
Tao) log(log(2)), 
e, infine, 
e dr 
/ rlog(x) -['£ da Fa 198(0g(2))dr = [log(log(2))]tzÈ 


= log(log(e?)) — log(log(e)) = log(2) — log(1) = log(2). 


Esercizio 3.1.2 Calcolare con il metodo della decomposizione în fratti semplici î seguenti 


integrali definiti 
7541 RICE 
A dr: 
) fida B) fai 


4 241 ua 
O ai D) % 


+22 +2) h se 
E) fra PA PO fazozi,, 
set @-19 4 
1 15432? 
SE Fit miri x + 67 
È T+1 G+1r+9)® 
9 "ap r(c +1) 
L 
) [ED Pxa5 0 ) fi (+91) Ias 14: 
A) Si ha 
T+1 x-243 : = 
€, pertanto de = T_3' 


Tz+1 n 
/ gl = (ESS) ; 
4 T-2 / x-2 de = lr + 3logle— 2]}=T-3.4.310g (5): 
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B) Si ha x -5r+4= (r-4)(r-1). Pi 


er decomporre in fratti ici i 
> ” i sem 
integranda, si devono determinare le soluzio anali 


ni A, B dell’equazione 
T+2 A B 


x-5r+4 7-4 4 =, 


Moltiplicando entrambi i membri per x? — 5x +4 si ottiene l'equazione equivalente 
t+2= A(r-4)+ B(r-1) 


che si può porre nella forma equivalente 
0=(A+B-1)r-4A4-B-2. 


In quest’ultima equazione, i coefficienti di tutte potenze in x devono essere nulli. Pertanto 
A, B sono le soluzioni del sistema 


A+B=1, 
frati = Ai=<-1B=2. 
Alla medesima conclusione si giunge per via elementare osservando che l'equazione 

r+2= A(r-4)+B(r-1) 


è soddisfatta per ogni x € R e, quindi, deve, in particolare, essere soddisfatta per 7 = 1,4. 
Sostituendo tali valori nell’equazione, si ottiene, rispettivamente, A= —1 e B=32. 
Calcoliamo infine l'integrale definito 


0 r+2 1 1 2 
de = (- +=) 
tecn (2 c-4 x-1l 
Fim] 
sE 


= [-tog|r- 4|+2log|e- 1] 5 = 2log(2) — 3. 


C) Per decomporre in fratti semplici la funzione integranda, si devono determinare le 


soluzioni A, B, C' dell'equazione 
r+1 __A 
(1 +2)(£° +2) r+2 
)(72 +2) si ottiene l'equazione equivalente 


Moltiplicando entrambi i membri per (x +2 


22+1= A(2*+2)+(B+02)(7+2) 


che si può porre nella forma equivalente 
(A+ — 122 +(B+20)2+ (24+28-1)=0. 


In quest’ultima equazione, i coefficienti di tutte potenze in devono essere nulli. Pertanto 
»B, € sono le soluzioni del sistema 
A+C=1, Dei {iz 
Î sii 21-0)+2(-20)=1 
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e, dunque, 1 1 
5 gorl, d=a 
6° 3 6 
isione si giunge per via elementare osservando che l'equazione 
x +41= A(r° +2)+(B+C2)(r +2) 
deve, in DA essere soddisfatta per x = 9 


e =? Analogamente, sostituendo x = 0, 


Alla medesima conclu 


è soddisfatta per ogni 7 € Re, quindi, 
Sostituendo x = —2 nell’equazione, si ottiene, 


x =-1si ricava infine C= 7 x 
0 


si ha B= BO Scegliendo, ad esempio, 


Calcoliamo infine l'integrale definito 
4 2 4 
EI ec / (È 
1 (r+2)(x2 +2) 1 
cai È 1 La 
log |xr +2] — — arctan -——- 2 
-|i abi va pm oele +21 1a 


Il log(3) , VR 
=" log(2) + ne ) + 6 arctan (È) = Y2 arotan (2v2) i 


sercizio 3.1.3 Calcolare i seguenti integrali usando il teorema di integrazione per parti 


3 
A) hà log(x + 2)dz; B) f 1og(2)de 
2 
Cc) J zarctan(z)de; D) ['e+ netta; 
h ; 
E) / n (2° + 2r)e?? À 
na T)e*dr; F) fe+ 1) cos(r)dz; 


#/2 
lei n. 
) J cos(2r + 1)e"dr; H) ea arcsin(x); 
fl ; 
1/3 5 
I 
) Si 2t000 (2); L) [ 2sin(x)e"dr 
0) 


A) Applichiamo il teorema dell’i 


[509 (1) = 


alle funzioni fa) 


integrazione per parti 
Lea - /° 
P'()A2)dx, si 
= log(r +2) )e g(r r)=a. Si “a Si sani ù ° ù 


È log(r +2)dr = [rlog(r + ap_ 


qa 


= 3log(5) — Paga 
ut t = 3log(5) — [cr — 2log(r + Dir è 
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6l 
= 3log(5) — 3+ 2log(5) — 2log(2) = 5log(5) — 2log(2) - 3. 
D) Applichiamo il teorera dell'integrazione per parti alle funzioni f(r)=r+1e g(z)= 
exp(x +3). Si ha ° 
2 
1)eHdr = +3]==? _ (2 
fe+ ) [+ be 13 fede 
x=2 
=36_RB_ letto 330-040 20 
G) Applichiamo il teorema dell’integrazione per parti alle funzioni f(x) = cos(2r +1) e 


g(1) = 5. Si ha 


[2 c=x/2 x/2 
{= / cos(2x + 1)e?*dr = [costo + N ep(22) +/ sin(2r + 1))e"dr 
È 2 2=0 o 
cose a E _ OS(1) pe. s 
= cos(t +1) MOI +[ sin(2r + 1))e?"dx. 
L'integrale nel membro di destra si risolve, a sua volta, applicando il teorema dell’inte- 
grazione per parti alle funzioni f(x) = sin(2r +1) e 9(2) = Cali Si ha 


e cos(1) | 7 pl li /2 n: 
I = cos(t+1)— - — + [sin(2r+ )—- - cos(2r + 1))e?"dr 
2 2 2 rl 


cos(1) 7 sin(1) 


+ sin(7 + IF 2 


= cos(m + 1) - I 
CO! 
Infine 


n tal i Ì » RO 
1-3 (costn+ E - 20) 4 sintr+ 1)$ — 200) = -j (00s(1) + sin(1) (e +1). 


Esercizio 3.1.4 Calcolare i seguenti integrali usando il teorema di integrazione per so- 
sliluzione 


2 e 
gir B)j| == 
di J a padri Il ve+1 
7/3 
1 & l D) cos'(x)dz; 
ui o e?22 + 2et [a h 


E) (Pe ug, R) f' sn e 


Infa Bsin?(x) + cos(£) 


È dr 
© log2(x) + 5log(2x) +2). 5 ; 
G) FE At o tig; H) i Ag 
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t), de = d e otteniamo 
log(t), î 


A) Operiamo la sostituzione x = 
dt 


41 i i . 
1-/ “nr lexp(2) t(t +2) 


scomposizione in fratti semplici: 


{ ultimo integrale si risolve operando la 
1_LAL I. — 1=40+2)+Bt 


t(t+2) È t+2 


t=0et=-2 nell’equazione, si ottiene, rispettivamente, A= 1 A 
HI) 


Ques 


Sostituendo i valori 


B= 3 Si ha, infine 


1 fool) /1 1 ) 1 t=exp(4) e +2 

3 2- — )=-[loglt|-loglt+2]]= =1+log{_— 

2 Jexp(2) (; 1+2 al g [tl log] Nepi) S\e+2) 

D) Osservato che cos*(x) = (1 — sin?(x))? cos(z), operiamo la sostituzione t = sin(z), 
dt = cos(x)dr. Si ha YOOX UM 


/3 v3/2 v3/2 
5 = _ Ad = 244 
/ cos'(x)dr J i (1-t?)°dt Fi (1- 20° + 4*)dt 


2 on v3 vi E 9v3 _ si sà 
2 4 160 160°" 


Esercizio 3.1.5 Per 


si ha 


1 4 
A)I=—lo 5) 1 4 
s0!(; Atsrgle)- God log (3). D) altr. 


L’integral 100 
Integrale si risol » 
Isolve operando la scomposizione in fratti semplici della funzione integranda. 
i = 4 + B C+Da 


è ri — 54 = 
è equivalente a T-5 r+5° 22495 


T= A(c+5)(r2 +25 
i +B(x- 2 

Sostituendo, in quest’ultim. )+B(e- 5)(22 + 25) + (C + Da)(x? — 25). 
È a equazione, i 3 . 
ottengono "ispettivamente, A - valori x=-5,r=5r=0er= 10, si 


coin; n , 
100° C=0eD= 5: Si ha, infine, 


15 
I = Tr 
ho aio n 0 0 
= “<#T-=ldt 
T+5 22425 


a 1 
100 llogle — 
x=15 


5 + lo; 
ge +5|- log x? + 251] e log (ì) , 
e=10 100 3 
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rcizio 3.1.6 Per 
Ese! Pa pe sin(2r)dr 
7/6 cos'(x) + 2cos(x)” 


si ha 
6 
A) T= V2arctan (2) + V2arctan (3). 


1 1l 
9)1=3/8(7). 
C)I= VZarctan (0) + V2arctan (3) + Sn (7) 
D) altro. 


Osservato preliminarmente che 


sin(2x) 2sin(r)dr 
cos"(x) +2cos(r) cos’() +2 


operiamo la sostituzione t = cos(x), dt = — sin(r)dr. Si ha 


Pata 2sin(x)dr 9 vs di 
— dale cos(x) +2 -vap2t? +2 


Ae (| (8) (0) 


v2 t=-v2/2 


La risposta corretta è A. 


Esercizio 3.1.7 Per 


sì ha 5 
11 72 11,12 _p-19)_ ASA 
A)1= (080-019) 4 ©. B) I=7( La ro 
0) 1= 9/10 _.- e? 
)I= gle - 19) D. D) altro. 
2 A 
» et * ii er 
L integrale si risolve applicando il teorema di addizione e il teorema di integrazione p 
Parti. Si ha 
6 -2z 
z =f' Je tetta = [0 - ed + / perse 
15 -5 A 
sE L -2r 
1 nei -2r al = 1 e dr + 3 / edo 
> Ha Pa ae *| È [e — I)e Di hh 1 
2 2=- a 
6 11 11 ia __ 
a=1 1 “ 10 e —- —; 
5 pe ] = hi si = e 1 2 
- 9610 -12 4 [1-27 
alia di ie 4 lo la 


ia | 
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La risposta corretta è A. 


Esercizio 3.1.8 Per 
I= pm cos(r)(1— 2sin?(7))e""da, 
n/6 


sì ha 

3 
age E 7 B)1=(2V2-4)\Ve?+3ve. 
O) 1- DI3 for - Ive. D) altro. 


Usando la sostituzione t = sin(x) , dt = cos(x)dr e integrando per parti, si ha | 


= JA toda = [1- at 
1 -f cos(e)(1 — 2sin*(1))e#" da hh (1-24?) 


van 
le 2 "ni 
- [1-Mept]t ag” 4 Ha fe tetdi=- Ye 4 ltexp(02Y7? -4 J nce 


= 2VZexp (5) K sv - Hop = RV2- dep (2) da 


2 f 
Osservato, infine, che exp (2) = evi, si conclude che la risposta corretta è B. 


Esercizio 3.1.9 Sia 


sa bi cost 
o 3sinx +2così7 
1 
A) a= = log6. B) a = +00. C)a= -iloge. D) altro. 


La funzione integranda è continua e positiva sull’intervallo compatto considerato. Per- 
tanto per il teorema sull’integrabilità delle funzioni continue sugli intervalli compatti, B 
è falsa. Inoltre, per la positività dell’integrando anche C è falsa. 

Il metodo più semplice di calcolare l'integrale è tramite la sostituzione 


t=sinz, 


ch Li 
che è di classe C°° (fo s| (0, )) e biettiva fra tali insiemi. Pertanto 


na ff MS cost 
3sinx + 20085 de= / ran! 


Razionalizziamo in fratti semplici quest’ultimo integrale. Da 


B 
I» 
t92 
2 


1 


SI er 
2+38-22 7 23* 7 
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ricaviamo ; 
taglia 

2 + 5) + B(t-2) 
e, infine, 


B 


Il 


Sostituendo in (3.1), otteniamo 


1/1 Tee 
a=z/ dt[(1+3) '-@-205]=j [oelt+1]- toga] i 


n 3 (10815) — 10g(2!) +1og(2)) = 30(6) 


Pertanto A è vera. 
3.1.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 3.1.10 Per 


È Lat cos() sin(x) 
/6 cos(2x) +3cos(x) +1 


si ha 
A) 1=lg(/8+4,, B)I=liogt3): 0a 
2 5 52 4 
1, 2+Vv3 
D)I/=- 
) 3 1°8( 3 ). 


Esercizio 3.1.11 
AIR 1x1) exp(7) + exp(22) 
“— Siogta) exp(e)+exp() 


si ha 


1 
A)I= 5108() +3- arctan(7) + arctan(4).* 
B)/=2 log(37) +3- arctan(4) + arctan(7). 


1 
0) 1= 3108) +4- arctan(4) + arctan(7). 


Esercizio 3 
+1.12 Data 9a 

In= [e + 3x) cos(nr)dr, 
sì ha 


= 
t=0 


pe Si 
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d 
A) In= An(-1)"n7?, Vin e N. pi 
B) I, = 4n(-1)"n7!(8+n7) Mn EA 


©) I = 4n(-1)"n!(-3+n71), n € N. 


D) altro. 


Esercizio 3.1.13 Detto E Ta sin(r) - 2005(£) }, 


Fi sin(x) + cos(x) 1 


3 1+v8 7 iste. 
A) 1= 31og( )- 37 B) I non esiste 


1+v83 T 
C) I = = log( dA, - 3 D) altro. 


3.2 Integrali generalizzati 


Esercizio 3.2.1 Sia 


+00 da 
a= [7 r2+2r+2 


A)a=q. B) a=2n. C) a=3r. D) a=47. 
La funzione 


S(2)=x2+2r+2=(c+1)?+1 
è positiva su R. 


Sa), £+ +00, 


+00 2 
J L°=1<+00, 


un per il criterio del confronto asintotico anche l’integrale proposto esiste finito. Per 
ca/colarlo usiamo la definizione di integrale generalizzato. Siano a < —1<b 


A 6 dx 
a= lim i "i; dr 
Stra RICEVERLA a (@+1)2+1 


a=-1 
lr=@ 


= li è 
slim [aretan(x + Da ali, [arctan(r +1) 


=. ; 
sn arctan(b + 1) 4 ali aretanfa + 1) 
=59 
Pertanto A è vera. 
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jo 3.2.2 Siano 


Esercizi 
+00 
= con E +% 
a “I rexp(-1°)dr, bj =/ P'exp(-22)de. 
1 1 1 1 
Ra =-. B)a=-ef=- 
A)a=5 ef 7 )a=3e8=3. 
1 ppi D) all 
c)a=304=3 altro. 


Entrambe le funzioni 
f@)=rexp(-2°),  g(r)=s°exp(-2°) 
sono positive, C° e limitate sull’insieme di integrazione, in quanto 


ela _ 
sim e exp(-r2)=0, Yn>0. 


Per determinare convergenza e valore dei due integrali generalizzati applichiamo diretta- 
mente la definizione. Per il primo integrale proposto 


fra: 


I) 
08 
R 
& 
bd 
“i 
LI 
Il 
I 
mie 
S 
| 
g 
3A 
Ù 
N 
3 
pasti 
È 


Il 


- fexp(-2)]; = (12008). 


da cui ; ; 
a= gli aL S(e)dr= Ji Jim rl 1- exp(- b)) = 3 


Quindi B è falsa. Per il pin del secondo puaderA usiamo il metodo di integrazione 


per parti 
ni î 1paldu a) 
foto) da =/ 28 exp(—- -2)de=-3/, (zoo 1°) 
LA 2 2 
PIET) ar =1-2(1+0°)exp(-0). 
=-; [ep(-29)]}+ fl reni? )dr=5 zl ) PI 
dla cui 


1 
) 1 fp) Pexp(-b)) = 
=.li _ lim = (1-exp(-0) P 9 
e a 3( 

“ cli concludiamo che C è vera. 


Esercizi 
lo 3,2.3 Per log(r +0) 


+90 (logt _ Je 
sei («e Ce, 


Sì ha 
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B)/=0. 
A) altro. 


log(2) 2)). 
= PE (2 + log(2)) 
0) I= -j(0g2+ e). DIS 


i i il dominio di j . 
le di Riemann generalizzato in quanto il d integrazione, 
i integrale 
Si tratta di un in 


i Sì che 
non limitato. Osservato 


log(x) 
d[teeta] 


utilizzia! einizion jegr rminare Si ha 
til mo la defì ne di integrale generalizzato per dete I 


Tr rte 


è [log(r) log(r +e) log?(x) — log*(x + e)] dr 
I =[ pere E peeto gr - ji [ 
mici — log*(b + e) — log?(e) + log?(2e 
= ; [log?(x) - log*(x + e)]{7? = [Log?(0) log"(b + e) — log?(e) + log*( ) 


-;[ Gi 2 ma) log(2b + e) + log(2) + 2iog(2)]. 
dove abbiamo utilizzato 
1°) — 108° = Nog(a) — log(0] og(a) + 1og(e)] = log (2) og(a. 


Infine, poiché 


log (i) =-log(14 i) = -71+0(1)), (0-40), 


si ha 


PEG) ) 
I= im 5=l im [-j 108(28 + e) + 1082(2) + 210g(2)] — (log(2) +2). 
bÒ+00 2b5+0| d 


La risposta corretta è D. 
Esercizio 3.2.4 Per 
si ha 


A) altro. 
B) _, 


converge se e solo se-lea<ì, 
C) I, non converge per alcun a > 0. 
D) I converge se e solo se 0<a<2, 


VICI RAR SCIARER SCE: PPS FETO STRESA VE EIEN I OE AOSRE SPRREO | 
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di un integrale generalizzato perché il dominio 


i tratta sn: di i ione è un i 
la limitato e la funzione integranda può essere infinita in ds: nina FO REELO 
Poiché, (© > 0), ” 
arctan(7) Ra, T+1&1 
De o —— 
si ha arctan r 


1 
(+1) pei (+0). 


Pertanto la converge (x + 0) se e solo se 
NI 
xl *dx < 
he lr < +00 nd 1-a>-1 da 2 (32) 
Analogamente, poiché, (r + +00), 


T 
arctan(r) =, r°(r+1)wr°H, 


si ha 
arctanr T 


(+1) 2 
Pertanto I, converge (x + +00) se e solo se 


ar, (1 + +00). 


+00 
/ x71-*dr < +00 4 -—1-a<-1 4 a>0. (3.3) 


Combinando (3.2) e (3.3) si ha 
I < +00 ii 0<a<2. 


La risposta corretta è D. 


Esercizio 3.2.5 


+00 (x) sin (2) | M 
IS FR ae e 


A) I esiste seB<-2e0+28+4>0. 


B) ! esiste se8<000+28+4>0. 
ce I esiste se B<-1e0+28+4<0- 
D precedenti. 


) non soddisfa alle proprietà elencate nelle rispote 


è i di imi zione 
I € un integrale generalizzato, poiché è esteso ad un intervaiio non limitato e la funzic 
Integranda Sa Sas n: MER 

non è in generale limitata per N ta dell'inte- 

a funzione ni è positiva e, dunque, convergenza semplice ed assoluta 
ale coincidono. 

a etterizziamo il comportamento della 

Pplichiamo il teorema del confronto per 


Sonvergenza dell’integrale. 


da perr +3e1 + +00 


zione integran è 
n insieme dei parametri sì ha la 


stabilire su quale î 


| 


i 


70 CAPITOLO 3. INTEGRAZIONE IN UNA VARIABILp 


Il termine |cos(x)sinx| è ininfluente ai fini della convergenza o meno dell’int 


@grale j 
i ae in 
quanto è una funzione limitata e continua. 


Pertanto 
RI i 
lassi I te) ((c 3) ) , (+3) 
FIGI = 9) [1-3 PA o (2-0-28-4) , (1 + +00). 
Poiché 


[ra < +0 > bdb<-1 
4 


A 
fe-a < +0 « c>-1, 
3 
l’integrale converge se sono contemporaneamente verificate le seguenti condizioni 
-a-2B-5<-1 « a@+28+44>0 
-1-28-3>41 SS B<-3 


Be C sono pertanto false, mentre A è vera poiché l’insieme proposto nella risposta A è 
contenuto nell’insieme massimale determinato sopra. 


n RA 


Figura 3.1: 


7, = È 
L'area compresa fra l’asse delle ascisse e il grafico di f(x) = rexp ( a cl 5 


angoloide di If(2)] = le]exp (-5) à 


pari all'area del rett. 


Esercizi Y 
reizio 3.2.6 L'area della regione delimitata dalla curva 


Y=rexp(-x2/2 
e dall'asse 7, vale i i 


A) 2. B) 3. C) 4. 


D) non esiste. 
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sa fra l’asse delle ascisse e il grafj 
pare compresa fra îsse e il grafico della funzione 


y= rexp(-r2/2). 


vale +00 
A= Lot 
[7 eo). 


eneralizzato di una funzione positiva come in (3.5) 
e .5), 
itivo 0 vale +00. Pertanto D è falsa. 


ndo la (3.4) in (3.5), e usando la parità di ly()] 


L'integrale g dè uninimero ‘finite 
posi 


Sostitue! 


a d x . + d è 
A= 2 / dr rexp (-5) =2Jim / dr (-20(-5)) 


b (3.6) 
a bè 
n lim |-2exp|-+ = lim (2-2exp|-—-]]|=2 
ba +00 2]lo 540% 2 ? 
La risposta corretta è quindi A. ° 
intimity 
ed il grafico di f(x) = 


Figur @3.2: L'area del rettangoloide compreso fra l’asse delle ascisse 
(+32) exp(-2), 2 > 0, è finita. 


tal i lella 
Esercizio 3.2.7 L'area del rettangoloide compreso fra asse delle ascisse e grafico d 
Unzione 
(a2+3r)exp(-2), #20 
Vale 
A) 25, D) 5. 


B) +00. C) non esiste. 
jesta corrisponde al valore 


La funzi, iti ertanto l’area rich 
el] ‘ilizione assegnata è continua e positiva € P' 
Integrale generalizzato 


[Pane +39) exp(-2). 
0 


CAPITOLO 3. INTEGRAZIONE IN UNA VARIA) 
Ta là 
L’integral generalizzato di una funzione positiva 0 esiste finito o vale +00, pertanto €; 
integrale 
falsa. 
Per verificarne il valore 


zato come limite: calcoli 
poi tendere il limite del secondo est! 


DEN ] " 
fe + 3x)e "dx = — @? + 32)e pe + ta (2x + 3)e%dr 


(finito 0 infinito), utilizziamo la definizione di integrale General, 
iamo tale integrale utilizzando l’integrazione per parti e facciam, 
remo all’infinito. 


I(y) = 


e=y 


— (y2 + 3y)e rt — [(2x + 3)e T1E2o + Se 2e7® 


e=y _ 


= (y24 5y+3)ev+3— 2le "126 = —(9°+5y + 5)e +5. 


Infine, D è vera: 


7 = lim —(g2+5y+5)e 7 +5=5. 
LI 100) = im? +5949)0 


3.2.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 3.2.8 Detto 


| Ed 
r=j Grlen® 


si ha 
A) I= +00. B)/=0. C) le altre risposte sono false. 
DI /=logv2. 


Esercizio 3.2.9 Per l'integrale generalizzato 


_ [+ 4 
LL vensas® 


B) non soddisfa le altre risposte. 


_Y8 1 
87° D) I= 5log(2+ v3) — A, 


Esercizio 3.2.10 Calcolare 


=“ cda 
0° (2°+1)(r+ 1) 
A) I= 1* 
Li 
C)i= —2log(2). B) /- 1 2log(2). 
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Psercizio 3.2.11 Per 


si ha 


rv2 V2arctan(v2) 
6 


aI-TE 


* ‘+00 (x? { 
I=[ ek 


a - a +2) 


+ log W3.* 


arctan(v/2) 4 log(8) 


ERRE, 
B)!= 7 


Esercizio 3.2.12 Per 


si ha 


A) [= log(2)— 3 


C) I non esiste. 


Esercizio 3.2.13 Per 


si ha 


5 1 
A)I=- E 
) 7198(3) 5° 


5 1 
C)I=-2 Re 
) 110803) + 3. 


Esercìzio 3.2.14 Per 


si ha 

5 3 
4) 1 = 7log(3) — =log(5). 
gol 


stia 
1108(5) + n log(3). 


D) altro. 


3 
B)I= 10608) — Glog(9). 


D) altro. 
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.;0 3.7.15 Sia +0 5x2 + 107 
Esercizio 3 I= A PR N an 
5.1, l0g(3) 
A)[=+%- B) [= 7 log(3)+ 7" 25 pet 2 Ù 
D) altro. 
Esercizio 3.2.16 Per de na 
I= | (@- (2° +2)” 
si ha 
log 10 v6 3 vi i 
A)I= 14 Ea Sn 3 
log10 1/7 ve 
B)/= Di (7 arcan ( 
log10, v6r 
DI=T+TE 
D) altro 


a sé 3 Vv = 
Esercizio 3.2.17 L integrale generalizzato I = / Sia vale 
o t 


cn B)1=2-log(7).* 0) 1=6-log(2). 


Esercizi ì 
TeiZio 3.2.18 Per l'integrale generalizzato 


L= J sa Isin(25)| toi 
si ha ri di 
a CONVErGE se e solo se0<a si 
B) I, converge se e solo se n 
©) le altre risposte 
D) 7, 


n. 
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3.2.19 L'’integrale 
ag VITE 1 di 
A +x (e(4)-1) e 
verge per ogni valore di a tale che 


L Si 1 
A) > 3° Bjoa gi Cas; D) a>o0. 


Esercizio 


coni 


Esercizio 3.2.20 L’integrale generalizzato 


converge se e solo se 


3 È 3 8 8 9 
A)3<a<8. B) 3 <a<3 O) 3<a<3. 
D) a sta în un insieme diverso da quelli proposti. 


Esercizio 3.2.21 Per 


+90 (7 +1)|cos(x)|dr 
Te T_ 4, |a>0, 
ù x |ve@® - 1f° 
st ha I, < +00 se e solo se 


A)a€ 


Esercizio 3.2.22 L’integrale generalizzato 


fa 
L= {° garctan(e) ). aeR, 
(1) 


sinh(x2) 
converge 
A) sea>o.* B) per ogni a € R. C) per ogni a #0. 
D) altro, 


Esercizio 3.2.23 Per 


00 5 
L= ra x arctan (3) dr, a€R, 
°=/, 7 


Sha [, È 
a<+00s 
Me) se e solo se 0) a>0. 
DI ma B)0<a<2. : sai 
la E) -1<a<1. 


sf B) ac];.2[. 0) ae]j.1[U1,21 D) altro. 
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Esercizio 3.2.24 Per 


C)a>o0. 
B)l<a<2. 
A)a<2* 4 


si hal, <+00 SC E solo se 

D) mai. E) 1<a<3. Dà 
mat. 

| 

| 


Esercizio 3.2.25 Per 


+ arctan(x°) 
= —— dr, a€R, 
= z(2°+1) 
sî ha Ia < +00 se e solo se 
A)a>-l. B) -1<a<0. C)a>1. 
D) mai. E) 0<a<1. F)a>0.* 


Esercizio 3.2.26 L’integrale generalizzato 


+00 sin ye 
J r“(exp(x2) — I es 


A) converge se a < -1* B) converge sea > 0. 


C) non converge sea < 1. D) altro. 


Esercizio 3.2.27 L’integrale generalizzato 


do pd arctan(z°) 

a = 7 ecs , 
0 (+1) 

A) converge per ogni a > (,* 


B) converge per Ogni a € R. 
C) non soddisfa le altre risposte 


D) converge se e solo se Q < a<1 
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2.28 L’integrale generalizzato 


L= [E Msnta) 


psercizio 3. 


22241) 
A) converge Sé e solo se-1<a<1. 
B) non converge per alcun a > 0. 
C) non converge per alcun a < 0.* 
D) converge s€ € solo sel<a< 3. 
Esercizio 3.2.29 
+00 osta 
I=| | cos(2)| CA 


3 
A) converge esclusivamente per 0 < a < 7 


) 
B) converge per ogni a > 0. 
C) converge esclusivamente per —1 < 2a < 3.* 
D) altro. 


Esercizio 3.2.30 


E MA 1-2? v 
I= f sine ) x Ty 


3 * 
A) converge esclusivamente per —1 < a < 7 
B) altro. 
c 1 
) converge esclusivamente per —1 <a < 5: 


D) 


2 


, 1 
converge esclusivamente per È; <a< 


Esercizio 3.2.31 L'integrale generalizzato 
+00 (2° — 1)aretan(2) ,, a,b>0, 
3 La _____GI; 
lap = J (xd +1) 
CONVErZE se e solo se 


A) b>a, B) b>a+1.* 
D) 


c) -1<a-b<2 


b>lea>0. 


ga 
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Esercizio 3.2.32 Per 


Me. 
lea Tit |sin(e )] da Si 
o 


(1° +3)20 
sì ha 
A) altro. 
B) / < +00 b< minf1 — a, 3}. 


na 
C) I<+o0 « a<l-bAb>3. 
D)/<4o0 «+ 1-a<b<3.* 


Esercizio 3.2.33 L'area della superficie compresa fra i grafici dell ioni 
VI 2 e 2(r) = 22° — 2 vale A, VERA 


iti yi rtB, gi 
3 


D) altro. 


Esercizio 3.2.34 L'area ie pi imii 
=. A della superficie piana limitata racchiusa dalla curva di equa- 


y° = log?(1-322 + 2r) 


vale 


8 
A) A=-34+8log(3) —B)A= 5 (l0g(3) 21)* 


4 
C) A= 3(106(3) =D D) altro. 


Capitolo 4 


Analisi qualitativa di funzioni 


4.1 Asintoti 


Figura 4.1: f(x) =2r-5+ va” ++1+arctan(7), ha asintoti obliqui y = 3x + 


T-9 


(+3 +00) ey=r- ; 


(® + -00). 


Peetcizio 4.1.1 Si determinino gli eventuali asintoti obliqui della funzione 
f(a)=2r-5+vr?+r+ 1 + arctan(7). 


na beR, a#0 tali che 


è definita in Red ivi continua. Se esistono 4, 
f(x) =ar+b+0(1), (a+ +00) (risp. (€ + —00)), 


dici 
Amo che f ha asintoto obliquo 


y=ar+b, (r> +00) (risp. (1 > -00)), 


T-9 
2 
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per asintoto la rettay= ar+b, (x + +00), (risp. (r 4 -%0) 


2r-54+ vr +r+1 + arctan(x) 
Tr 


e che la curva y = S(®) ha 
Si ha 
S 


5 1 1 arctan(r) 
SF? 7 PSR porPag tt — =3, 
Ji, ( r ty! cd x 


1 1 
lim /0) -3r= lim, (- —5+2f1+ ptat arcano) 


1 1 n-9 
= lim (-2-5-+arcan(2) +2 NEO > x 


T++0%0 


ii (x + +00). 


Se ne deduce che f() ha asintoto obliquo y = Gx+ 


2-5+ vr? 5 1 1 ti 
2r-5+ va +r+1+arctan(r) _ lim (22 H+ pn] 
Tr 


x 
li = _li 5 delta tan(: 
glim Se) -e= lim, c-5+]c] tata an(x) 
È 1 1 9-7 
— e: —5+arctan(x)-7[|1+_- - = a 
sim, (e arctan(x) :( +2+(1))) 3 


T-9 


lim 


1-00 


Se ne deduce che f(r) ha asintoto obliquo y = x — (x + -00). 


Esercizio 4.1.2 Si determinino gli eventuali asintoti della funzione 
f(x) =vVr°+1-r+e?. 


f(x) è definita in R ed ivi di classe C®. Ricordiamo che f si dice asintotica a 9, (€ * 200) 


se 
S)=g9(2)+0(1), (r + +00). 
f(x) è a crescita esponenziale (r + +00), cioè 


DI CADE 
VvPF1-2+6=e +0(1), (r + +00). 


Infatti 
lim Vzi-2=0 
Infine 
lim VP +I-r+e î & 1 
ate x = im, -l+—-- Và) =-2, 
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Figura 4.2: f(r)= Vr? +1-x+e®, ha asintoto obliquo y= —2x (x + 


—00) e asintoto 
e (è + +00). 


È A , 1 
Aim S(a)-z= limo (va? +1+z+ e) = lim, (e + e -s(! ++ (+))) 
= 0. 
Se ne deduce che f(x) ha asintoto obliquo y = —2r (£ + —00). 


4.2 Massimi e minimi 


resi s ti angolosi 
—7), presenta due pun 
| ert> v2. 


"igur 
© due 


di 2 _-Sle 
4,3; Il grafico della funzione f(x) de ul grafico pé 
Punti di massimo relativo. A destra il dettaglio c 
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Figura 4.4: Il grafico della funzione derivata di f(x) = |a? — S| exp(-2). Nei punti 
r=+v5, f'(x) presenta una discontinuità di prima specie. I punti critici di f(x) sono 
zeri di f'(x). 


Esercizio 4.2.1 Sia 

S(1) = le? — 5lexp(-2), 
definita nel suo dominio naturale. Allora, 
A) f(x) non ha punti angolosi di massimo locale. 
B) f(x) è derivabile nel dominio naturale. 
C) f(x) non è inferiormente limitata. 
) 


D) f(x) ha un punto critico di minimo locale. 


/(x) è definita per x € R ed ivi continua. Inoltre f(x) > 0, in quanto prodotto di funzion! 
non negative: se ne deduce che la risposta C è falsa. A 

Si ha, inoltre f(x) € C°(R\{tv5},R): pertanto B è vera se e solo se esistono uguali © 
finiti lim f‘(r)e lim f(x). Infine A è vera poiché i punti a = +v8 in cui fa)è 


svi avi 
continua, ma non derivabile, sono punti di minimo assoluto. 
Per completezza verifichiamo che B e D sono false. Calcoliamo la funzione deriv® 


Se): 


ta di 


S(2) = sign(e' — 5)2re* — |a? — 5lexp(-2) = sign(e? — 5)e® (22 - 2245). 
Si ha 


ui Pea 
fEa)=0 SS 242-520 > gpzltvé 


Analizziamo il segno della derivata di f'( ° 


RE j. Si 
2) per classificare i punti critici trovati 
SE@<0 


£ €] — co, v5[u]1 — v6, vEU]i + v6, +00 
f@a)>0 — rel- v5,1- v6u]v5,1+ vil 
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| rai 7 
| itici a = sono dun . 

} ] punti critici PIREEAIORA La | 

| degonta D è falsa. Punti di massimo locale e, pertanto la 
| Infine 

| lim f"(©) = 2V/5e-v3 

| HR lim P)= ae 

lim. f'(x) = 2/5eY8 

| Ra) V5er, LIM Ja = 2508 


e quindi concludiamo che non esiste f(x) nei punti x = +V5: B è fals 
ni a 


ra 4: Il grafico della funzione fle) = ls ve|3-?”, presenta un punto angoloso e 
due punti di massimo relativo. A destra un dettaglio del grafico. 


Esercizio 42.2 La funzione 


- ve, 


A) ha minimo assoluto, ma non massimo assoluto. 

B) ha un punto angoloso di massimo locale ed è inferiormente limitata. 

ki massimo e minimo assoluti. 

D) altro. 

Î è definita e continua su R e di classe c°(R\{v3}). ) /@}20suRe 
peri = v3, 
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ata ed ha almeno un punto di massimo locale per x > 0 6 
non ha carattere oscillante, possiede un numero finito di Via per 
massimo locale. Il massimo dei valori assunti da f(x) in tali punti estremanti del di 
valore massimo di f. Quindi C è vera € A falsa. Ativi è i] 
Per completezza, determiniamo tale massimo. Per la regolarità di f, i punti di aa 
locale vanno ricercati fra i suoi punti critici, cioè fra gli zeri di ‘assimo 


e quindi f(x) è limit: 
r<0. Poiché f(x) 


f@) =37*sign(e — V3)(-22°log(3) + 2V/3log(3)r +1). 
Si hanno esattamente due punti critici entrambi di massimo locale 


_ vB, Viog(8){810g(3) +2) 
2 2log(3) i 


Figura 4.6: Il grafico di {(2) = (ey JE 
7 + 22 +e, ristretta all'intervallo x € [66:31 


Esercizio 4.2.3 La funzione 


ristretta all'intervallo rE[ 


A) [-ve,3va. 56: Sel, ha per immagine 
B) [-6v,3v8 
©) [-ve,4va,. 


D ; 
) le altre Tisposte sono false 


pr 


2 MASSIMI E MINIMI 
: 85 


osservato preliminarmente che 
ss 


2 


42 r ? 
e r+e(Z4 va), 


si ha 
® 


fa)==ve+ (Graz 


f è definita € continua su R e di classe C°(R\{-e}). Per il teorema di Weierstrass 
f, ristretta all'intervallo [--6e, 3e], ha massimo e minimo e per il teorema di Bolzano 
{([-60. 3e]) è un intervallo. Dalle osservazioni precedenti concludiamo che 


[-6e,3e] 


—6e, 3e]) = i 

Sl e]) [ans max i J 

Il punto r = —e è angoloso e di minimo assoluto, e quindi, 
RIA f(x) = f(-e) = ve. 


La risposta B è pertanto falsa. 
f è strettamente decrescente su x €] — 00, —e[ e strettamente crescente su x € [-e, +00. 
Pertanto 


pra f= max{f(-6e), f(3e)} = max{4ye,3ve} = Ave. 


Quindi D è vera. 


Esercizio 4.2.4 La funzione 
a yi 


r+e” 


Sf) = 


A) ha due punti di minimo e non ha punti di massimo relativo. 


) non ha punti di massimo o minimo relativo. 


(ce) 


0 assoluto. 


Q 


) ha un punto di massimo relativo e uno solo di minimi 
) non soddisfa alle proprietà proposte nelle risposte precedenti. 
e di classe C° su R\{- exp(-7), +y7}. 


(e) 


Ù è definita e continua su R\{- exp(-7)} ) 
è falsa, in quanto f è una funzione non negativa © 


f@)=0 r=+47, 
pi f ; di minimo assoluto 
che risultano due punti di minimo assoluto. Quindi € è falsa (i punti di mi 


n due). 

ui 

Ne, detta 2-yR_\P+ 2rexp(- tv 
sn (#35) G+op(-M 
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(-exp(-7),0) 


Figura 4.7: f(x) = 


poiché il discriminante del polinomio di secondo grado al numeratore di f' ha segno 
A=exp(-14)- v7 <0, 


il numeratore non ha radici reali, e, quindi, non esistono punti critici. Pertanto A è vera. 
Per completezza, determiniamo il comportamento asintotico della funzione in esame negli 
estremi degli intervalli di definizione: 

lim f(x) =+00 lim _ f(r)= +00 


2-00 x-- exp(-7) 


Figura 4.8: Il grafico di exp(vB)e? — 12? — exp(- vB) + 13log(7)- 


Esercizio 4.2.5 La funzione 


S()=ep2_ HE ; 
ele - 1a? 54 (1310og7)!2, 
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A) ha quattro punti angolosi e tre punti critici di massimo relativo. 

B) ha tre punti critici che non sono nè di massimo nè di minimo. 

C) ha due punti di minimo assoluto, uno di massimo relativo e 


nessun punto angoloso. 
D) non soddisfa alle proprietà ele 


‘ncate nelle altre risposte. 


f è continua su R ed è C° per x £ tl, texp (È) 


S(x) > V13log7 


f(2)=V13log7 «— x. +1, sep) 


che sono punti angolosi di minimo assoluto. C è quindi falsa. 
Osserviamo inoltre che da 


lim f(x) = +00, 


ato 
dall'esistenza di quattro punti di minimo assoluto e dalla regolarità di f al di fuori di 
questi punti, ci aspettiamo di avere almeno tre punti critici di massimo relativo. 


Verifichiamo ora, tramite lo studio del segno di f' che esistono esattamente tre punti 
critici e che sono di massimo locale. 


Se = sgn(12 — 1)2x|x? — e-Y8| + sgn(£2 — e-V5)2x|e2 — 1 


Il 


sgn(x? — 1)sgn(x? — e-Y9)2x(222— 1 ev8), 


[top 
f@=0 +» s=0 after 


Per completezza verifichiamo direttamente studiando il segno di f' che tali punti critici 
Sono di massimo locale. 


da cui ricaviamo che 


Per 21 =0, sull’intorno I =]- e-E,e-$| si ha 
sgn(x° — 1) = 1, 
sen(£° _ env8) =-l, 
2x2 — 1- exp(-v5) <0. 

Pertanto 

f(x) >0, re DN)- 00, ml, 

fa) <0, TE TN]z1, +00; 
tape 


0 è un punto di massimo locale. 1+exp(-v5) si ha 
ai E __ ® 
Analogamente suZ=]-1 e EL intorno di 72 = 2 
A ) 


+ ED 
sgn(a? — 1), sen(e? — °°°) 
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( 1+exp(-v5) | Lo, 

sla a 
Pertanto f@>% seta si 

fa) <0 x € TaN]r2, +00], 

i i cale. 
er, è un punto di massimo locale. Le NO 
i =? (osso 

Infine, su Z3 ze $, 1[, intorno di 23 = 3 


sgn(e? — 1)sgn(x° — eY)=-L 


se ED > 


Pertanto f@>0, eZ] - 00,230, 
fa) <0, x € T3]r3, +00[, 


e quindi anche 23 è di massimo locale. 


Esercizio 4.2.6 


1 
+4 
) 


S(2) nin log(® 


A) è monotona sul suo dominio naturale ed ha due punti critici. 
B) ha un punto angoloso ed è limitata. 
C) ha due punti di massimo relativo. 


D) ha un punto di massimo relativo nell’intervallo ]0, 0.5[. 


S è definita sull’insieme Z =]0, 1[U]1, +o0| ed ivi continua, ed è C°° su 
T\{exp(-1)}. 


J è una funzione non negativa sul suo dominio e 


fA)=0 > e=exp(-1), 


TRL ; . Joso). 
punto di minimo assoluto (il lettore verifichi che è un punto nat 


rea Pauli non è in realtà necessario calcolare la derivata di /» 
ri inio di 
erare il comportamento della Sf negli estremi del suo dominio d! 


che pertanto è 
Per risolvere q 
ficiente consid 


limzo+ f(x) =0 lima. f(1) = +00 


limz4oo S(1) = +00. 
Pertanto, su 1, +00] sl 


ci aspetti 
o, exp(—1)[ un punto clio 


se tivo 
aspetti no un punto critico di minimo rel* 
critico di massimo 


relativo. 
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Figura 4.9: f(x) = © [i + log '(2)| . A destra ingrandimento di f che evidenzia il massimo 
locale ed il punto angoloso. 


Di conseguenza A è falsa, in quanto la funzione in esame non è monotona sul dominio 
massimale. Anche B è falsa in quanto f non è limitata su tale insieme. Infine, poiché 


exp(-1) < 0.5, 


dalla discussione precedente, concludiamo che D è vera. . . . 
Per completezza, cioè per escludere effettivamente C, calcoliamo la derivata prima di f 


x) +log(r) - 1 i: 
f(a)= 7 Li GO ra > O (i Hi uo) © Sn * \ È cca) 
Sia 

2= log(z). 
I punti critici di f si ottengono dalle soluzioni di 
+5 
242-1=0 > #7 2 
€ sono esattamente due 2 
Ts = XP (a) ° 
o corrette. 


Verifichiamo ora che le conclusioni precedenti Son 


sii 22)>I 
r4SP|\T4y5 


ed è un punto di minimo locale, poiché 


[1 + log (2) — log (a) <% * via 


4, +001 
[1+ log (2) — log2(2)] > * eJt+ 
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gli) 1 Ft 
sE log(x) 
Il punto critico 
26 2 ) sii 
a-=9P (17 V5 
è un punto di massimo locale, poiché 


[1+-10g”"(©)- log-*(2))>0, €30,21, 


[1+106*() toe] <0, 2 Eee 


sgn (+70) =4+l1, x €]l,exp(-1)[. 


Pertanto, come del resto già ci aspettavamo, la risposta C è falsa. 


Esercizio 4.2.7 La funzione 


fa) = |vra? — e']exp(-22). 


A) ha massimo assoluto e nessun punto di minimo. 


B) ha due punti critici non di estremo relativo ed è strettamente decrescente. 
C) ha due punti di massimo relativo € due punti angolosi di minimo. 


D) non soddisfa alle proprietà proposte nelle risposte precedenti. 


/ Ì 
\} \ I 


/ 0.002 
\ La 


oa x 


20.93 -0.0 (0,01 


Figura 4.10: f()= var? 

Si i = |Var? — ii ; ? j 

zia i due punti angolosi ed di pan - Pea a destra ingrandimento di 
la. 
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A ita, continua e non negativa su R ed è di exp(-i 
f è definita è di classe C°° su R\{+ La 2) Inoltre 
SE)=0 > r-gz al (-5) 
+ Vai exp ’ 
che risultano punti di minimo assoluto. A e B sono quindi false. Inoltre 
lim S(r)=+00 glim f(2)=0. (4.1) 


Pertanto ci aspettiamo che © sia vera. Infatti, per la continuità di f esiste almeno 
un punto di massimo locale nell'intervallo }z_,r+[ e un altro punto di massimo locale 
nell'intervallo ]r+, +00[. 


Per completezza determiniamo tali punti di massimo locale e verifichiamo che x4 sono 
punti angolosi. Detta 


l'(@)=2[vre- vr + exp(-7)] sen(vrz? - exp(-7))exp(-22) 


TÈ Tr +4y7exp(-7 
PRgaT MEO] 
247 
che sono effettivamente i punti di massimo locale cercati. 
Per quel che riguarda la verifica che i punti di minimo sono angolosi è sufficiente controllare 


che o almeno uno fra i limiti destro e sinistro di f' in tali punti sia non nullo. Infatti, ad 
esempio, 


si ha 


lim f‘(2)>0 lim f‘(2)>0. 


2-+(2)++ 2>(x-)t 


Esercizio 4.2.8 Detta 
f(x) = exp(-2/6)Vr 3, 


A) L'equazione f(x)=0 ha due radici reali. 
B) La curva y = f(x) ha asintoto orizzontale a destra e obliquo a sinistra. 


©) /l massimo valore di f(x) si ha pert = 5. 
D) Il massimo valore di f(x), sex <0, si ha pere = 1. 


S è definita e continua su R ed è di classe C°° su R\{3}. 


i pa > to, 
Sserviamo che f(x) > 0, se x €]3,+00l, e f(1) <0, se € €]- 00,81. Pertanto 


faj=0 > 55% 


grind la risposta A è falsa. 
I ha . )=0 (4.2) 
lim f(a=-0 linfa 
Ere 


Quindi la f ha effettivamente un asintoto orizzontale destro. 
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Figura 4.11: f(x) = Yr=3exp (-5) ; 


f non possiede asintoto obliquo a sinistra. Infatti, 


1) _ im EPS 


1-0 gx x+-00 x 


= +00. 


Pertanto la risposta B è falsa. e 
Per la continuità e la positività di f possiamo concludere che esiste almeno un Li ira 
massimo locale nell’intervallo ]3,+00[. Determiniamo, infine, la natura dei punti ci 

di f. Da 


scenes) leale pr (7) 39 -3225-4], 
La =an(-) [ei+ 14 -9]= co(-3) VE 
segue che f ha esattamente un punto critico 


LTo=d. 


J(xe) è il massimo valore di f, poiché 


fE<0, sez>5 f(2)>0, ser<5. 


La risposta corretta è quindi C. 


4.2.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 4.2.9 Si consideri la funzione 
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) ha due punti di massimo locale perx>0 
Di sa) ed almeno un punto di minimo locale 
pera i 


c) f(x) non ha punti di minimo locale per x < 0 ed ha tre punti di massimo local 
; socale. 
D) le risposte precedenti sono false. 


Esercizio 4.2.10 Per 
|a? — 4|log|x? — 4I, ia 


0, r=+2, 
si ha 
A) f(1) non è continua in x = 2 ed ha un unico punto di massimo relativo. 
B) f(x) ha tre punti di massimo locale e non è limitata. * 


C) f(1) ha esattamente cinque punti critici. Fra questi almeno due sono di massimo 
locale. 


D) le risposte precedenti sono false. 


Esercizio 4.2.11 Si consideri la funzione 


nel suo dominio naturale. 


A) f(x) è limitata. 
B) 


; SORTORE ; imo relativi. 
/(1) ha due punti critici rispettivamente di minimo e di massim 


è i limitata. 
©) Î(2) ha un punto critico di minimo assoluto ed è superiormente 


D) le "isposte precedenti sono false. 


Eserci,: 
Sercizio 4,2.12 Per 22logle, #0, 
f(x) = | n=0) 


à * 
0 relativo. 
ti critici di mm d5 
e minimo relativi 


Stha 
A) UO) 
B) S 
(0}) I 


, sim È 
è derivabile in x = 0 ed ha un punto di mas imo relativo. 
due pun 


T c mo locale € N 
) ha un punto angoloso di massimo ente di massimo 


Li: rispettivami 
©) ha esattamente due punti critici, rispettivo: 


Il i, 
° lisposte precedenti sono false. 


‘POLO 4. ANALISI QUALITATIVA DI Fyyy 
Ù CAPITOL I FUNZION, 


Esercizio 4.2.13 Per f(x) = (2° +27) log(x° + 27) 


definita nel suo domimo naturale, si ha 


A) J(r) è limitata. 

B) f() ha due punti crit: 
C) f(x) ha un punto criti 
D) le risposte precedenti sono false. 


ici rispettivamente di minimo assoluto e di massimo locale 


‘co di minimo assoluto e non è superiormente limitata, * 


Esercizio 4.2.14 Si consideri la funzione 


nel suo dominio naturale. 

A) f(x) è inferiormente limitata. 

B) f(x) ha due punti critici rispettivamente di minimo e di massimo relativi. 
C) f(x) ha due punti critico di massimo assoluto. * 


D) le risposte precedenti sono false. 


Esercizio 4.2.15 Si consideri la funzione 
2log(22), #0, 
0, c=0, 


A) f(r) non è derivabile inx = 0 ed ha un punto di massimo relativo. 
B) f(x) ha un punto angoloso di massimo locale e due punti critici di minimo relativo. 


c) fl (e) ha esattamente due punti critici, rispettivamente di massimo e minimo relativi 
D) le risposte precedenti sono false. 


Esercizio 4.2.16 


Î(0) = |e? — 6r + 1|exp(-2), 
definita nel dominio naturale, si ha 
A) ha due punti di minimo e due punti di massimo locali.* 
B) non ha punti critici di massimo assolut a? 
C) ha punti critici di minimo assoluto ali 
D) soddisfa ad altro. 
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Esercizio 4.2.17 La funzione 


S(£) = 3e- Elog?(2), 


nel suo dominio naturale, 


A) ha un punto critico di minimo relativo e un punto critico di massimo luto.* 
ta 7 a î assoluto. 
B) ha un punto critico di massimo relativo e un punto critico di minimo assolut. 
SCO 3 i soluto. 
C) non ha punti critici di massimo o minimo assoluti. 


D) non è superiormente limitata. 


Esercizio 4.2.18 


S(x)=2loglr+1|-22 +25, 
nel suo dominio naturale, 
A) ha esattamente un punto critico e quest’ultimo è di massimo locale. 
B) ha due punti critici, rispettivamente di massimo e minimo locali. 
C) ha un punto critico di massimo locale e un punto angoloso di minimo locale. ; 
) 


D) ha due punti critici di massimo locale. * ( 


Esercizio 4.2.19 La funzione 

_ cose) =v2 
fa) = sin(x) 

nel dominio naturale A 


A) soddisfa f(A)=R. 


B) è pari. 
0) 
) 


è monotona in ogni intervallo di A. 


(>) 


ha massimi e minimi relativi, ma non assoluti 


Esercizio 4.2.20 La funzione 
cos(2) Se ve 
f@)= Tsi) — 


’ 


"el dominio naturale A 
) è monotona in ogni intervallo di A. 
8) è pori 
o) Soddisfa f(A) =]- 00,-1]U[l; +00(.* 


non ha punti critici di minimo relativo. 
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Esercizio 4.2.21 
f(2) = Va2 + 2rv24 2v2— 22? — 11 +22?, 


A) non ha punti angolosi di massimo 0 minimo locale in | — v2, V83[. 


B) altro. 
C) ha un solo punt 


]-v2,11.* 
D) ha un punto critico di massimo locale in ] — v3, VII. 


o critico di minimo locale e un punto angoloso di massimo locale $ 


Esercizio 4.2.22 Per 
1) = tot, 

r- VT 
definita sul suo dominio massimale A, f(A) è l’insieme 
A) R. 


B) [log(2vî + V5—2V7+ v35)log(2v7+ v5+ siasi va). 
©) ]-co,tog(2v7 + v5- 2/74 v8B)] U [log(2v7+ vB +2V7/+ 38), +oo|.* 
D) | log(v7+2v5—2V5+ v3)| U [log(vi+ 2v5+2V5+ v35), to0[ 


4.3 Flessi 


Esercizio 4.3.1 


S@)= Li = log(r+1), 


nel suo dominio naturale, 

A) ha un punto critico di minimo locale e nessun punto flesso. 

B) ha due punti critici, rispettivamente di massimo e minimo locali. 
©) non ha punti critici. 
D) ha un punto critico di massimo locale e si punto flesso 


f(x) è definita per x > 


. =1 ed è ivi di mE 
derivata seconda di classe C®, Calcoliami ‘oni derivata pri 
Pere; o le funzio 4 


rificare l’esi f 
re l’esistenza di punti estremanti relativi o di flesso. SÎ !* 


fede. 
©) (c+1)? f@=0 4 x-1 


13. FLESSI 


Figura & 
Igura 4.12: I grafici di f(x) = È È — log(r +1) (a sin 


+ 


at r-3 
(in basso). Il punto x 


REA dm e 0) = E 
A punto di minimo per f'(x) e zero per 
) e zero per f'(£). 
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f"(x). Il punto 


istra), e delle derivate f(x) = 


= 3 è punto di flesso per 


x = l è punto di massimo per 
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Si ha inoltre, 
f@>0 — c<L 

f(aà<0 > T> È 

concludiamo f(x) è crescente per x < 1 e decresceni 

to di massimo per f(x). Le risposte A, B e C sono o per 

ali punti flesso, si ha se, 


Dall'analisi del segno di fa) 
r>1. x = 1 è dunque un pun 
Per quanto riguarda gli eventu: 


ra r@a-0o ss8 


Si ha inoltre 
fa)<0 > T£< 3, 


fa>0  >3. 


Dall'analisi del segno di f"(2), concludiamo f(x) è concava per x < 3 e convessa per 
r>3.x=3è l’unico punto flesso per f(x). La risposta D è vera. 


Lor rr ret eee 


Figura 4.13: Il grafico della funzii 

ide unzi si 

in cui sono evidenziate le rette ride a sn Li 1)?.A destra particolare del grafie 
lesso. 


Esercizio 4.3.2 La funzione 


se ={ "N87 #0, 
0, r=0, 


A) 

ha esattamente due punti critici rispettivamente di massimo e mi 
) ha due punti critici di massimo relativo e un punto ang 

B) ha di ti tici di oloso. 


C) ha almeno u 
n punto di 
flesso con retta tangente a coefficiente angolare positivo: 
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D) ha almeno un punto di flesso con retta tangente a co 


efficiente angolare negati 
E) tutte le risposte precedenti sono false. ai 


J(a) è di classe C°°(R\{0}), R. Si ha 
lim 2 (log lel- 1? = 0; 


pertanto f(x) è continua in x = 0. Si ha 


J'(©) = (log|z| — 1) (log |z| + )=0 > loglel=t1 + g= deg 


La risposta A è falsa poiché i punti critici di f (1) sono quattro. 
Inoltre 


lim f"(©) = +00, 


pertanto = 0 è un flesso a tangente verticale. La risposta B è falsa in quanto f(x) non 
presenta punti angolosi. 


Analizzando il segno della funzione derivata 


f(a)<0 + 2e|-e-i[v].be[.. 


f")>0 > rE€- 20, —elu]-1,2[Ule, tool 


1 
1 sl 
concludiamo che i punti critici £ = —e, — 7 sono di massimo locale, e i punti critici x = —-, € 
sono di minimo locale. 
Infine 
Pa= Zell _  c=11 

hi e te a 

Poiché /'(£1) = -1, deduciamo da entrambi i punti di flesso hanno retta tangen 


coefficiente angolare negativo. La risposta D è vera e € è une 


4.3.1 Esercizi di ricapitolazione 
Esercizio 4.3.3 Si consideri la funzione 
f(a)=5+7(2- 3) exp(-22), 


nel s ” 
l suo dominio naturale. fiesso 
i flesso: 


; di 
J(1) ha due punti di minimo locale € apre flesso.* 
2 Sl) ha un punto di massimo locale € due punti di viali 
ini 
O I SC) han unico punto di flesso ed un punto di mi 
D), 


le risposte precedenti sono false. 
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Esercizio 4.3.4 La funzione 
J(x) = 108 (la? — rl exp(1)) 7 


A) ha un punto di flesso in ]v +00]. 
> iniettiva in] — vi; val. 3 | 

i . due punti critici di massimo locale e nessun punto di minimo relativo. * 
a 


D) altro. 


Si consideri la funzione 


Esercizio 4.3.5 
f@)=|+3|- Vi +35 


nel dominio naturale D. Per f(D) si ha 


4) 10)=]-5]0]53}" B) {(D)= 10,3]. 
C) f(D) =] - 0,0) UB, +o0l. D) f(D) =] - ©, -3]U[0, +o0l. 


Esercizio 4.3.6 Si consideri la funzione reale 
log(x) 2 


tl 


4 c+4° 
nel suo dominio naturale A. Per l'insieme immagine y(A) si ha 
A) altro. B) y(A)= R\{--4,0}. C) y(A)=R.* 


D) y(A) =] — 00, log(2) — I[U [log(8) + 3 #2 [ 


Esercizio 4.3.7 Per 
xlog2 


1l+r° 


S)=|r-z|- 
delle seguenti affermazioni: 
(a) f ha asintoto obliguoy=x—x— log(2) per x + —00; 
(6) f ha un punto angoloso di minimo relativo; 
(c) l’equazione f(x) = 0 ha esattamente due soluzioni; 
(d).f non ha punti di massimo locale. i 
A) (a) e (c) sono vere; (b) € (d) sono false. 
B) (6) e (d) sono vere; (a) e (c) sono false.* 
C) (a) e (d) sono vere; (b) e (c) sono false. 
D) altro. 
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Esercizio 4.3.8 La funzione 


f(£) = |z? = xVv12| exP(-2), 
nel suo dominio naturale, 
A) è strettamente crescente per x > V12. 
B) ha un punto di flesso nell’intervallo [0, vIZ.* 
C) non ha punti critici di massimo locale. 
) 


D) altro. 


Esercizio 4.3.9 Per 


S(a)= 


ui 

r+4| 

delle seguenti affermazioni: 

0) f ha asintoto obliquo y= —x +4 per x + —00; 
b) f ha tre punti di minimo locale; 

0) f è strettamente concava in ] — 00, —Al[; 

d) f non ha punti critici di massimo locale, 

A) a) e b) sono vere, c) e d) sono false.* 

B) a) è d) sono false, b) e c) sono vere. 
) 
) 


Ce)e d) sono vere, a) e b) sono false. 
D altro, 


Esercizio 4.3.10 


f(2) = arctan(le? — 11 + 32), 


defini 
Dita sul suo dominio massimale, 
) Soddisfa ad altro. 
DE lm iormente, ma 
eso ala sia inferiormente che superiorm 
° into cri ic 
" due punti angolosi di minimo locale e un PY 


D 


Imeno un 
Mean Punto critico di minimo assoluto ed @ 


punto di 
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tico di massimo locale. 
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È) 


Le_______________________“ 


Figura 4.14: A sinistra, il grafico della funzione f(x) =3e- xlog”(x), presenta un punto 
di minimo locale per x = e”? e un punto di massimo locale per x = 1. f(x) non è dunque 
invertibile nel dominio naturale. A destra, il grafico di f'(x): gli intervalli del dominio 
in cui la funzione derivata è negativa (risp. positiva), corrispondono agli intervalli in cui 
f(x) è decrescente (risp. crescente). 


4.4 Monotonia e invertibilità 


Esercizio 4.4.1 Sia 
f(x) =3e- rlog(x), (x € [1,+00[). 


S(x) è invertibile nel suo dominio naturale? e per x € [1,+00[ ? Se sì, quale è il dominio 
della funzione inversa f-'(y)? 


La funzione è definita per x > 0 ed ivi di classe C®. Si ha 


lim 3e — rlog?(x) = 3e, lim f(x) = 00. 
r-++00 


(©). Intl 


Per valutare l’i ibilità di i i 
invertibilità di f(x) studiamo il segno della funzione derivata f Jo 


trattandosi di una funzione 7 
iran regolare definita in i di tibile se © 
se è ivi strettamente monotona. Si ha un intervallo, f(z) è inve 


S@)=-log(z)(2-+log(2))=0 «+ r=e%,1. 
Si ha inoltre 
f@A)<0 & re ]0,e-?[U]1, +00, 
f@>0 & re]e,1[. 


f(x) risulta d 
) ‘'unque strettamente decrescente in ]0, e e in ]L, +00/, strettamen 


scente in Je-2, 1[.  Concludi 
; eil h udiamo ch è sb 
invertibile nel suo dominio stime Seniga a > i si 


te È 
nol li 
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strizione di f(x) all’intervallo x € [L, +00[ 

La par siate la funzione inversa f7!(y). Determiniamo il 

e quin Dalché f(x) è continua nell’intervallo {l, +00, perl t 

jone. A e li PA 
dea intervallo. Si ha f(1) = 3e e at (2) 


sihaf: [1,-+00[4] — 00, 3el. Infine, 


è una funzione Strettamente decrescente, 


dominio di quest'ultima fun- 
eorema di Bolzano. Î([1,+00|) 
—00. Pertanto, per la monotonia di S(2). 
per la funzione inversa si ha 


I) :]- 00,36) 3 [1,400(. 


è sibi ina icitamente la funzione 
Osserviamo, per completezza, che non è possibile determinare esplicitamen 
inversa. 


Esercizio 4.4.2 La funzione y(x) = 


(log(x) — 1)?, ristretta all'intervallo r €]0, e[. ha 
inversa . 


A) 1(y) = exp(vy+1). B) z(y) = exp(1— vp). C) x(4) = e — exp(y@). 
D) altro. 


si funzione 

?, x €|0,e| e a destra la 

Figura 4.15: A sinistra la funzione y(x) = (log(r) — 1° ® | 

inversa T(y) = exp(1 — vI), y €], +00[. 

di x €]0, +001. 

U(©) è definita e di classe C°° sull’intervallo x €] o 

€]0, el. 
2 <0 ii 
(x) = “(log(x) — 1) 
Y (2) = 7 (log( 


invertibile. 
scente ed inverti 
te decrescen 
è strettamen 
& Quindi (a) ri all'intervallo x €]0, el 
Ù ristretta all’in 


“alcoli ; ; €]0, el), 
alcoliamo la funzione inversa. Si ha, (x €] Lu ae log(x) +1 


x = exp(1— VI). 


U=(log(r)-1)? > . v9=|log()- ll 


- logla)=1-v 
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x - 


5 : 
Figura 4.16: A sinistra la funzione f (x) = log ( 1 ) x > VS ea destra la funzione 


Ve + 4ev +20 
EI, gg 


r+ 


Pertanto la risposta corretta è B. 


Esercizio 4.4.3 Siano 


Î(e) = og (E I, 


x+1 
definita per a > V5, e f-*(y) la sua inversa. Allora 
A) f1:R+]v5,+00[. } 
B) //:R+R. 
C) f° :]v5, +o0[+ R. 
D) f :]0,+00[+]v85, +00. 
chè 


Si osservi preliminarmente che la funzi È 
, un: è i ‘i ui 
l’argomento del logaritmo soddisfa ti cita + si 


m-5 
T+41 


ed è di classe C© (1v5, +00], R). 


20 S r€-v5,-1]V5, +00. 


Per r » V5, si ha inoltre 


2 
fl@)=Tt22+5 _ (c+1)244 


+5) (etneo)? ® 
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pa i +00| è strettamente crescente e, quindi, 
invertibile. Si osservi infine, che la funzione fiz) non è iniettiva su] y5 
Le sini non è ivi invertibile. n 

eq 


» 1[U|V5, +00[ 
105 +00[) è un intervallo per il teorema < 


i Bolzano. Dalla Monotonia di f(x), r € 
dai limiti ° 
JV5 +oof e 


105 
Pertanto: f(x); ristretta all’intervallo x si 
ertanto, 


FS REDS T+1 


3 } 
r-5 i a 
lim_f(c) = li log (- ) = 00, lim f(2)= lim log (£ 5) MES 
PEVEI Cani 
segue che f :]v5, +00[5 R e 


SR VE, +00]. 


ti 


La risposta corretta è A. 


Per completezza, calcoliamo infine taintà ca la funzione f-1(y). Si ha 


Pa x-5 
v=te (E). r>v5 P spl) log (125), sed 


1 (04 VETFIOTDO). 
- r-er-5-e=0, > v5 a=3(#+ €20 + dev + ) 


è irfvertibi — v5,-1U|V5, + 
Si osservi infine, che la funzione f () non è irfvertibile su ] — v5, —1[U]v5, +00[ 


arctan(x), x > —1 presenta un flesso 
nni ici di di (1,1- 7/4). I grafico della funzione 
unto (1, 


Yy _x/4,1) un flesso a tangente verticale. 
t. te (1-7, ti È 

( ) nel punto corrispond ( / ,1) 

» presenta . 


Esercizio 444 Sia 


2r__ (2), r#-1 
{= 771 si 


Allora | 


n UALITATIVA PI 
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A) la derivata della funzione inversa soddisfa (f-!)'(y) > 0 nel suo dominio. 
a de 


B) f(x) è streltamente crescente in B\{-!}. 
C) f(x) non è invertibile in R\{-1}. i 
D) la funzione inversa (17) (4) è definita per ogni y € R. 


Si osservi preliminarmente che f(x) è definita in R\{-1} ed ivi di classe C®. Poiché 


9 2r 
lim — arctan(x) = +00, 
x+-1-r+1 


lim LI arctan(r) = —00, 
ri-l+T+1 


f(x) non è strettamente crescente in R\{-1} e pertanto B è falsa. 
Per stabilire l'insieme di invertibilità di f(x) e il segno della derivata dell'eventuale 


funzione inversa calcoliamo f'(x). Si ha 


fa) = et sh Vr e R\{-1}. 
(c+1)?(22+1) 7 
Inoltre f'(x) = 0 se e solo se r = 1, che è punto di flesso a tangente orizzontale. 
Si ha inoltre 
T 
3 
Per la stretta crescenza di f(x) in ] — co, —1[ e in ] — 1,+00] e poiché 


din, 7 arctan(x)=2F 


T 5 T 
sup f(r)}=2-< int f(2)=2+3, 


e<-1 


concludiamo che f(x) è iniettiva per r € R\{-1} e, quindi ivi invertibile. La risposta c 
è dunque falsa. 


Si ha (per il teorema di Bolzano e per quanto detto sopra) 


{IRX{-1}) = ]-00,2- £(U]2 + 7, 4oo[. 


e per la funzione inversa 


1 g lia T “x 
1% +] 0:2-5[0]2+1.400[+ {1}. 
Pertanto D è falsa. 


Infine, d. e 1 + 
- fa a (1!) ) FF (y)) Meludiamo che /-!(y) è derivabile per y 7 si) 


e che il segno d i sd AÒ 
vor gno della derivata della funzione inversa 7 (y) è positivo. Quindi A 


Esercizio 4.4.5 La funzione 


Y()= Jog(aretan(cos(x))), 
ristretta all’intervallo TE E o| 
70: 


j 


dè 


Figura 4.18: A sinistra la funzione f(a) = log(arctan(cos(x))), x € 


1501 e a destra la 
funzione inversa f_!(y) = — arccos(tan(exp(y))), y < 0. 


A) ha inversa 2(y) = arccos(tan(exp(y))). 

B) non è invertibile. 

©) ha inversa x(y) = — arccos(tan(exp(y))). 

D) ha inversa x(y) = —2r + arccos(tan(exp(y))). 


Y(7) è definita sul sottoinsieme di Rsu cui cos(x) > 0, cioè 


2e|-7+2%m7 +26 , KeZ, 


ed ivi di classe C®, Si ha inoltre 


— sin(x) 
V(0) = aretan(cos(2)){1 + cos"(2)]" 


indi invertibile. 
° Dertanto Y, ristretta all’intervallo 50, è strettamente crescente e quindi inve 


la rispost, it 2 
“e Osta B è quindi falsa. È th 
alcoliamo la funzione inversa di y(2) sull’intervallo assegnato. Si ha 


) = cos(r). 


Y=loglaretan(cos(z))) «> exp(y)= sretanfcos(a)) «> tan(ep(u)) = ceste. 


ì ;tà ione coseno, 
Infine, Osservato che arccos : [1,1]+ [0, #], per la parità della funzione ) 


cos(x) = cos(-1), VE € Bi 
Poiché 


n 
ze|-5 o i =se]0.5| 
5 
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si ha 
pr —x = arccos(z). 


2= cos(r), 1 € 50 (4.4) 


Inserendo (4.4) in (4.3), si ottiene la funzione inversa richiesta, 
nsere! 4. 


r(y) = — arccos(tan(exp(y))). 


La risposta corretta è Cc. 


Figura 4.19: y(r) = aresin(log(x° — 8x)) viene rappresentata in due grafici giustapposti 
per ragioni di scaling. 


Esercizio 4.4.6 La funzione 


y(x) = aresin(log(x? — 82)) 


A) è defini & 
) è definita su] — c0,0]U [8, +00[ ed è strettamente crescente per x 2 8. 


B) è strettamente cresce: i 
ente în [4 + VIGFE"I Vv ivi ha inverso ? 
4+ /16+ exp(siny). ri 


(4) 7 


C) è strettamente monotona sul s i 


exp(sin(vy7=By)). 


sd ; zi 
‘uo insieme naturale di definizione ed ha inverso 


D : ; 
) non soddisfa alle proprietà elencate nelle risposte precedenti. 
recedenti. 


Fi 


pi N 
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dall’insieme su cui 

essere pertanto n de e see mPoraneamente 


ificate le seguenti condizioni: 


x°-8r>0 T<0Vr>8 


1l dominio della funzione y è costituito 
definiti il logaritmo e l’arcoseno. Devono 


—1<loglr?—82)<1, ‘i CRA 
T<ZOVE>R 

4-VIGFe<r<4A+ VITE 
4A-VIG+FET> 5 V2<44 VITA 


16 + e! 
da cui ricaviamo che il dominio della funzione assegnata è 


I=[4-vV16+6,4- VIG+eT]U[4+ VIGFET,44+ VI6+e]. 
La risposta A è pertanto palesemente falsa in quanto il dominio della funzione non è 
corretto. 


Anche la risposta C si può escludere in quanto y, per il teorema sulla composizione 
delle funzioni monotone. è strettamente crescente sull’intervallo positivo e strettamente 
decrescente sull’intervallo negativo. 


i x >0, a destra la sua 
Figura 4.20: A sinistra f(x) = arcsin(log(a? — 82) ristretta a © 
"versa f=1(2)= 44 /16+ exp(sin 2). Liei 
i tonia determinando 1 
“tivalentemente poiché y è regolare, se ne può verificare la mono! 
5 


Segno della sua derivata prima: 


ua irene + vi6teh 


S relnfreR:1>4= 
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è strettamente crescente per T € [4+vIG+ e ,4+v16+e]e Strettameny, 
4 yIG+e,a- VIG+e | 
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e, quindi, y() 
decrescente per ® € È 


ti T 
Da sir  s+vint9=a 


Îla stretta crescenza della y(2), concludiamo che y è biiettiva ristretta a 


vile visrna+ vIEFÀ > [-5:3): 


Controlliamo ora se la B è vera o meno calcolando esplicitamente la funzione inversa di 
y sulla restrizione del dominio a [4+ v16+ e71,44+ vI6+ e]. 


log(1? — 8x) «>> e'"*=2°-85 


e dal 


i aresin(log(2? = 82)) > siny = 


= r=4+VI6+e8. 


‘ra le due determinazioni, scegliamo quella con il segno +, poiché x > 4 sull'insieme 


considerato. 
Pertanto la riposta corretta è infine B poiché 


s)=s+ Fonin), ve(-D9). 


Jp asi 


Figura 4.21: f(x) = cos|2 + log(x)|, 
dall'alti* 


stra, e la sua funzione inversa f da 
per riflessione rispetto alla prima 


ristretta all’intervallo [exp(-2- 7), exp(-2 


£)=exp(-2- ar i Lie 
bisettrice. PR 


Esercizio 4.4.7 


y(£) = cos|2 +1 : 
ristretta all'intervallo iò 


TEI=lxP(-2- 1), exp(-2)], 
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A)è monotona ed ha inversa x(y) = exp(--2 — ni 
B) non è invertibile. 
0) è decrescente ed ha inversa x(y) = | log(2 — sin y)l. 
D) non soddisfa alle proprietà proposte nelle risposte precedenti. 
Sull'insieme assegnato, si ha 
TL2+logr<0, Ra 


e la funzione 
g9(1)=|2+ log(r)|=-2-logr, re ;p 


è strettamente decrescente. Per il teorema sulla composizione delle funzioni monotone, 
Y(x) = cos(-2—logr) 


è strettamente crescente su / e quindi invertibile (cos(w) è strettamente decrescente 
ristretta a w € [0, 7]!). Pertanto C è falsa. 
La stretta crescenza di y si può determinare dal segno della sua derivata prima, poiché 
dalla (4.5), 
via)= IM 4 rel. 
E; 
Infine l’inversa di y vale 


y=cos(-2-logr) «> arcos(y)=-2—-logr «> logr = -2- arcos(y) 


>> g= e? 210080), 


Pertanto A è vera, in quanto la funzione inversa, r(y), vale 


x(y) = exp(-2— arcos(y)). 


inio naturale non è in- 
Figura 4.29: y() = loglexp(27) — 4l £ < log(2), sul suo rari è evidenziato il 
Vertibile. In figura sono disegnate le ordinate y 2 3 € 9 

“omportamento di y(x) perr + 0. 
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izio 4.4.8 
Eserci y(2) = log le? — 4] 


A) è definita s m na ed ha inver: = 2 

ita suR onotona od ha inversa x(Y) exp(v2 +y Yi 
è ita ’ | 
i stre x <log2, è monotona ed ha inversa x(y) st log(4 a e) 
B) stretta a 5 


izione del dominio. 
C) non è invertibile su alcuna restrizione 


È cedenti. 
D) non soddisfa alle proprietà proposte nelle risposte pre: 


Figura 4.23: f(x) = log |exp(2x) — 4| e la sua funzione inversa f-1(x) =} log(4—exp(2)). 


y è definita su R\{log(2)} ed ivi di classe C®. Pertanto A è falsa in quanto il dominio 
proposto non è corretto. bi ; ital 
C è evidentemente falsa in quanto ogni funzione non costante definita su un inte ca 
ammette infinite restrizioni proprie su cui risulta iniettiva e quindi invertibile. Poiché 
y è certamente non costante, tali restrizioni del dominio esistono. pla 
La monotonia della y si deduce infine senza bisogno di ulteriori calcoli. Per il teorema s ; 
composizione delle funzioni monotone, infatti, y è strettamente crescente sull’inter 
]log 2, +00 e strettamente decrescente in ]- 00, log2[. 


Alternativamente si può verificare la monotonia di y determinando il segno di y'- DE 


Y()=2 exp(27) ; 
exp(2x) — 4 
si ottiene immediatamente che 


Ya <0 — x <log(2), 
e pertanto che la restri 


izione di y all’interval 
Completiamo l’esercizi DE 


Î — 90; log 2[ è invertibile. 
io determinando in , log 2[ 


:ché 
a di y ristretta a ] — co, log2[. Poi 


sgn (exp(2r) — 4)=-1, vic log 2 
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n — e) > =4- Pi 
y=log(4- e?) edu te died 2=3log(4- @). 


Quindi la funzione inversa di y, ristretta a ] — 00, log 2[, è 


z(1) = }log(4 - exply)) 


e, dunque, B è vera. 


4.4.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 4.4.9 Per 
f@) = log| 77 


ristretta a x €] — 00, —3[, la funzione inversa vale 


= -9 
4) PI)= {ir B) fg)= [fera 


x -9 
Pal 


4exp(y) - 9 
” | D) ft) =- | EEPWT® è 
C) diversa da quelle proposte ) FI) pie 
Esercizio 4.4.10 La funzione 
CCD 
f(x) = log = 


ristretta a x €|2,3[, ha inversa 
4+9exp(y) 
w 4+9exp(y) SR 7 ORI 
A) fg) = | ETISEZE, B) f_!(1) 
Li ia een) 1-+ exp(y) 
ga O, 
C) diversa da quelle proposte. D) f'(W) = | TFexpy) 


Esercizio 4.4.11 Per 
fa) = | -6r+ Mep 10 
si ha 
A) non è invertibile. 
B) ha inversa definita in [1,+001-* 
C) ha inversa definita in] — 00,0). 
D) altro. 
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ri la funzione reale 


_log@e) 2 
ya) = Ta z+4 


Esercizio 4.4.12 Si conside 


(x) è una funzione 


lominio naturale. Allora y 
nie nell'insieme }-8, -4[L]-4, -2{ e nell'intera, 
‘al 0 


nel suo di 
A) strettamente crescente rispettivame: 
]0,+00[, ma non nella loro unione. 


B) strettamente crescente nel dominio naturale. 


C) monotona in ciascun intervallo del dominio, 
l'intervallo ] — 8,—4[ e nell'intervallo) 


ma non nella loro unione. 


D) strettamente crescente rispettivamente nel 
4,-2[, ma non nella loro unione. * 


Esercizio 4.4.13 Si consideri la funzione reale 


log(x4 2 
va 


ristretta all’intervallo x €] — 4, -2|; si ha 

A) y(x) non è invertibile în tale intervallo. 

B) la sua inversa, x(y), è definita per y €] — 00, log(2) — 1[.* 
C) la sua inversa, x(y), è definita per y €]log(2) — 1, +00]. 
D) altro. 


Esercizio 4.4.14 


definita per -1<x<0 

A) non è invertibile. 

B) ha funzione inversa f-!(y) definita per y < —1.* 
C) non soddisfa le altre risposte. i 
D) ha funzione inversa f-2(y) definita in R. 


Esercizio 4.4.15 


SE) =(2°-5)exp(-a), xr<-v5, 
A) non è invertibile. 

B) ha funzione inversa S() definita i 

C) non soddisfa le altre risposte. n 


D) ha funzion e s usi n 
€ inversa f (y) trettamente decrescente. 
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Esercizio 4.4.16 Per la funzione 


f(x) = SE) = v2 


sin(2) 
n A 
ristretta all'intervallo Fio si ha 
A) f(x) non è invertibile. 
B) la funzione inversa Sf (y) è definita per y € R. 
C) la funzione inversa f!(y) è definita in ]1,+0[. 


D) la derivata della funzione inversa soddisfa (f71)'(y) < 0 nel suo dominio. 


Esercizio 4.4.17 Siano 
f(x) =2log|ler+1|-2°+22, 
definita per -1<x <0, e f_1(y) la sua inversa. Vale 
A) f:R-]- 1,0). 
B) f- : [0,1[+] — 00,0). 
C) f :]- 00,0] +] — 1,0].* 
D) f :}-- 1,0] +] 00,0]. 


Esercizio 4.4.18 Per la funzione 


ristretta all’intervallo 5 “i | si ha 


A) /(2) non è invertibile. 
B) la funzione inversa f"*(y) è definita per y € R. 


©) la funzione inversa f-*(y) è definita in ]1, +00[. 


ing 
D) la derivata della funzione inversa soddisfa (f -1)/(y) < 0 nel suo dominio. 


Esercizi | 
cizio 4.4.19 Sia MEET, 

= 7 

î ibi ll’intervallo x > -2? fa) è 

ft strie I, ie a © dominio naturale? 

'Rvertibile nell'intervallo e < -2? S(£) è invertibile nel su 
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Esercizio 4.4.20 i 
y(x) = log (a) ’ 


A) è invertibile su | -5.0) e la sua inversa. è x(y) = —arccos (exp(—-y)).* 


B) è invertibile su p.5[ e la sua inversa è x(y) = exp (—arccos(y)). 
C) soddisfa altro. 


L 
D)è invertibile su ] 3m,2a] e la sua inversa è x(y) = arccos(exp (3) 


Esercizio 4.4.21 
y(x) = arccos(x° + 2v5), 
1 
ristretta all'insieme ga - v5), 38 - va] 
A) soddisfa altro. 


B) ha inversa x(y) = 3(-v8+ V5+4cos(y)).* 


3 1 
C) ha inversa x(y) = 3(v5+ \/5 +4 cos(y + 3)). 


D) ha inversa x(y) = costi = tm +5. 


Esercizio 4.4.22 
y(x) = log*(x) - 2 log(4) log(x) +1, 
A) ha inversa x(y) =4+ exp (a +yyu- 1) perx>A. 


B) ha inversa x(y) = €xP(4) + log (vexply — 1)+ 4) per x >A4. 
©) ha inversa x(y) = 4exp (vice) +y- 1) perg > 4.* 


D) non soddisfa le precedenti risposte. 
Esercizio 4.4.23 La funzione 


Y(©) = exp(- tan(2)), TE | Sa 3a[ 
ha inversa 272 


A) 2()=7+arctan(-1 
©) sy) =7- sie B) x(y)=2r- arctan(log(y)).* 


D) altro. 


L'EQUAZIONE F(X) =Y 


45. 


x -— 


Figura 4.24: L'equazione log 


3 = 1 ha esattamente quattro soluzioni. 
T+1 


Esercizio 4.4.24 


y(a) = log lr? — 3el, 


A) non è invertibile in ] — 00, —vBel. 


* 
B) ristretta a x €] — 1,0[, ha inversa x(y) = —V3e- exp(y). 
C) ristretta a x €]0, V3el, ha inversa x(y) = y3e+ exp(y). 


D) altro. 


45. L’equazione f(x) =Y 


Esercizio 4.5.1 Sia 1-5 
fa = logi 


’ 


i = 1 ha esattamente 
definita nel dominio naturale. Allora l'equazione tifa] 


A) 
B) 
o) 
D) 


due soluzioni. 
quattro soluzioni. 
tre soluzioni. 


otto soluzione. 
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118 ì 
det +v5 ed è di classe C°° nel dominio naturale. Si ha poj 
% i T i 
f(x) è definita per : 


2 _ 
° PE lim log|= È 
2-51 _ 460 lim _log|T7T|" 0% 23 08 Tx]|3too 
lim log TRL , ao4v5 Ù 
sato |a 


A r)=lha almeno quattro soluzioni. Le risposte A e C sono fe 
Pertanto l'equazione f(i 


; dea è f(x 
Calcoliamo la funzione derivata di f(1), 


a2+2r+5 0 Vr e R\{-1,+v5}. 
irene Ve 


strettamente monotona in ciascun intervallo del suo dominio di definizione 
ilito a pra, l'equazione f(x) = 1ha esattamente una soluzione per ciascun 


Pertanto f(x) 
Per quanto stabilito so) e 
intervallo. La risposta corretta è B. 


Esercizio 4.5.2 Si consideri la funzione 


log(r') _ _2 
vE= TA CaHi 


nel suo dominio naturale. L'equazione y(x) = 4 ha 
A) esattamente 3 soluzioni distinte. 

B) esattamente una soluzione. 

C) esattamente 2 soluzioni distinte. 


D) almeno 4 soluzioni. 


S(x) è definita per r # 0, —4 ed è di classe €®° nel dominio naturale. Si ha poi 


.. log(r°) 2 | 4 
Mm iL ta in log(a4) 2° 
abto 4 44 19 lim TAR a 
i MET, A 
I +4 790 


Ù Re 
Pe rtanto I equazione f(x) =4 ha almeno una soluzione per x > 0 
Calcoliamo la funzione derivata di f(x) i 


sazia jmo 
ini . e î ina i i i di mass 
© minimo relativo. Si ha per determinare eventuali punti critic 


l'a) = (C+ 8)(r + 2) 

r+ae 30 > r=-8-2. 
Si ha, poi, analizzando il segno di f'(x) 

S@)>0 
che r = _g è So re-8 -—4[U] — 4, —2[U]0, +00l, 
= -8 è punto di minimo lo; 

3log(2) + — 
og(2) + 3 < 4 ef(-2) 
Pertanto, si deduce che 
soluzione per -4<x<0 


8)“ 
cale e X.= -2 di massimo locale. Infine ui ) 


=log(2)- 1 < 0. 
l'equazione Sa) 


4 pesst® 
4, 
e una soluzione per 


4 ha due soluzioni per r < 
t > 0. La risposta corretta è A 


15. L'EQUAZIONE F(X)=Y 


Figura 4.25: L'equazione 


log(e*) _ 


4 


2 


r+4 


= 4 ha tre soluzioni. 
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A T 
— arctan x = a non ha soluzione se 0<a< 1+57 


Figura 4.26: L'equazione 


L+ 


Esercizio 4.5.3 L’eguazione nella incognita £, 


— arctang =@ 


x+1 
in dipendenza del parametro a, non ha soluzione, 
A)per ogni a > 0. 
B) per ognia<1- 3. 
C) per ogni 0 <a<1+3. 
D) per tutti i valori di a. 


o x 
f(x) = 777 — aretane è definita per x # —1 ed è di classe C°° nel dominio naturale 3 


ha poi 


— arctanx = FO°- 


i T 
SET — arctangx=1 F3: 


lim 
x>-l+ rg + 


Da quanto detto i sone ® 
sopra si deduce che l’equazione f(@) = a ha almeno una soluzio! 


vee i|o}-3 

età CIC 3° t90|. Pertanto le risposte A, B e D sono false. 

Merita sla e an c. Calcoliamo la funzione derivata di f(£) Pe! siti 
simo o minimo relativo. Si ha 


pmina!® 


(a) = —-2r 
Sa) Gras) =0 * #0; 


e, analizzando il segno di f(x) 


fa)>o — t<0,x#-1 
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si conclude che r = 0 è punto di massimo locale. Infine /(0)=0 


Pertanto, si conclude che l'equazione f(x) 


= a ha due soluzioni se a € |: -Z,.0|, una 
39: 


T Li 
i € -0,1-5| |-3 0 
soluzione se @ ] al Ot e nessuna soluzione se a € |0,1+ 5| 
+3 


fl È x Mondi RE 1 63 
Figura 4.27: Le intersezioni di f(x) = 3 log(x°) +° — 3r + E con l’asse delle ascisse. 


Esercizio 4.5.4 Le soluzioni dell'equazione 


1 247? pi 
3 108(7 )+r°-3r= 3 


sono 


A) 1 B) 2. c) 3. D) 4. 


Il problema proposto si può riformulare come ricerca degli zeri della funzione 


1 63 
f(£)= gog +-3rt 39 


f è continua e quindi, per il teorema 


S è definita e di classe C°° in R\{0}. In particolare 
tremi assuma rispettivamente valori 


Pre Ls 
a zeri, in ogni sottointervallo del dominio ai cu! S 
Bativo e positivo, esiste almeno uno zero. Si ha 
n na 96 i Tr) = +00. 
limf(a)= 0, Min f® 
Dal comportamento asintotico segue che esistono almeno due zeri di f e quindi Aè falsa. 
er completare l’esercizio studiamo le proprietà di monotonia di f € verifichiamo il segno 
“gli eventuali valori estremanti relativi di f. I punti estremanti di f sono da ricercarsi 
ra i pe : zeri di 
! punti critici di f, ovvero fra gli zeri di 


1 200 3rt1 
fate 890 si 
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Si ha x 
Ba | 
2° -3r+1=0 land aa” Vaia 1 
3' 
Per il comportamento asintotico e la stretta decrescenza di f(x) ristretta atc 


concludiamo che esiste esattamente uno zero di f(x) per x < 0. 0, 


1 
Il punto © = 3 è di massimo locale (f'(x) > 0 se x € IDG ef'(1)<0ser ii, 


1(3)= 104 È > 0. 


; 1 * : 
Quindi, per la stretta crescenza di f ristretta a Jo. sl e per il segno di f(x) negli estremi 


E x 1 
di tale intervallo, concludiamo che esiste esattamente uno zero di f(x) in0<x< 3: 
Infine x = 1 è un punto di minimo locale e 


1M=-3<0 


1 1 
Quindi, poiché f(x) ristretta a Gil è strettamente decrescente e f (3) <0< f(l), 
concludiamo che esiste esattamente uno zero di fcon-<x<1. 
Infine, poiché f(r) ristretta a 7 €]1, +00[ è strettamente crescente, f(1) < 0 e perl 


comportamento asintotico di f a +00, concludiamo che esiste esattamente uno zero di / 
con x > ]. 


La risposta corretta è D. 


15 


1 x 25 


Figura 4.28: f(x) =sinc+ vita? 


Esercizio 4.5.5 Si consideri 


SE)=sinz4+vIFa,  2€J2n, +00 


4.5. L’EQUAZIONE F(X)=Y ta 
A) f non è invertibile. 


B) dim. f(x) non esiste. 


C) l'equazione f(x) =0 ha soluzioni. 


D) l'equazione f'(x) = 0 non ha soluzioni. 


f(x) è di classe C°. Le risposte 
monotonia (risposte A e D), 
degli zeri (risposta C). 

B è falsa in quanto, trattandosi della som 
divergente positivamente, 


proposte suggeriscono di determinare le sue proprietà di 
il suo comportamento asintotico (risposta B) e il numero 
ma di una funzione limitata e di una funzione 
Per T + +00, concludiamo immediatamente che 

lim f(x) =+00. 


T++00 


Figura 4.29: f(x) = cost + . A destra un ingrandimento che evidenzia le prime 
.29: ; 2) 


due intersezioni di f' con l’asse delle ascisse (che sono i punti estremanti per f). 


C è falsa in quanto |sinx| < 1 mentre v1+? > 27 sul dominio in considerazione. 
Pertanto 


f(c)>-1+27>0 


edi conseguenza f non ha zeri sul dominio proposto (si noti, in particolare, che la funzione 
Non si annulla mai nemmeno sul suo dominio naturale R!). : | 

Studiamo infine la monotonia di f usando il segno della sua derivata nitrito si 
regolarità della f, se la derivata prima cambia di segno f non è strettamente bona, 
© quindi, non invertibile sull’intervallo di definizione. 

L'equazione 


f(x) = cost + Ta 
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oni nell'intervallo considerato, poiché cos x oscilla Periodi. 
T 


i si ; eoiuzi 
mero infinito di soluzi ; 
ha un mu 


— Pi A 
camente fra —1l e 1, mentre TIFA 


2r 
3T ’ sli caz 
fas=-1+ rog So Fa 14-47? 


e pertanto esiste almeno una soluzione di f(x) = 0 nell’intervallo ]2r, 3a. Per la perfagi. 
cità della funzione cos, si verifica immediatamente che esiste una soluzione dell'equazione 
f"(x) = 0 in ciascun intervallo del tipo ]kT, (K + 1)m[, £ > 2. La risposta corretta è quindi 


A. 


Esercizio 4.5.6 L'equazione 


27° 


— — -log(1+2)=0, 
3+2V3+ E ) 


A) non ammette soluzione. 
B) ammette come unica soluzione x = 0. 
C) ha esattamente tre soluzioni di cui una negativa. 


D) ha esattamente due soluzioni di cui una positiva. 


L'equazione assegnata ha almeno una soluzione per x = 0 e, quindi, A è falsa. Propo 


niamo, nel seguito, due metodi per la determinazione del numero degli zeri della funzione 
assegnata. 


Metodo A Determinare il numero degli zeri della funzione assegnata, equivale a deter: 
minare il numero delle intersezioni fra il grafico della funzione 


2r? 
f(x = 6-6 
) 3+2v3+x 
e quello della funzione 


9(£) = log(1+ x). 
Il grafico di g(r) si ottiene, per traslazione, 


è 
dal grafico di logx a funzione g(0) 
Strettamente crescente, concava, È co: dr] À fi 


i ; =-% 
ire fa] dv definita su ] — 1,+00[, g(0) = 0, limz-,-1 9(®) 
La funzione f(x) è definita su R\{-3- 2V3}. Confrontando il dominio di g co" quello 


di f, possi stri i 
J, possiamo restringere Sf all'intervallo 


]-1,+00[. Osserviamo che 
inf == — 
1+ 


Studiamo la monotoni le! amo evi massimo e mM è) 
tonia e determini i i ini i 
3 3 + i sa Ì gli eventuali punti di i Un) 


l'a) = + (12+8V3)e 
B+2V3+2) 


4.5. L'EQUAZIONE F(X)=Y 


7 su ; 2r° 
Figura 4.30: A sinistra, le intersezioni di f(r) = ——— = log(1+); 
oh 1) = VEE en AA) = log(1 +2); a 
Do 
destra, h(x)= ——  - log(1 È 
(e) 3+2V3+% teli) 


si annulla in due punti x = 0 e x = —6—4v3 < —1. Pertanto, su ]-1, +00[, f' ha il segno 
di 7, cioè f è strettamente decrescente in ] — 1,0[ e strettamente crescente in ]0, +00|. 
Quindi non possono esistere intersezioni con ascissa negativa fra i grafici di f e g. Per 
determinare il numero esatto di intersezioni con ascissa positiva è necessario studiare la 
convessità della f. Da 


ni _ __48V3+84 de 
l'A = Traiza x €]- 1; +00], 


segue che f è strettamente convessa. 


Figura 4.31: Solo una delle tre radici del numeratore di h'(x) appartiene all'intervallo 
sli 15€ - 


]- 1, too]. 


CAPITOLO 4. ANALISI QUALITATIVA DI FUNZIO, 

4 o 
126 

te in z = 0 e f è strettamente c 

si : gi intersecano trasversalmente in x = © i Ho 

pe erano concludiamo che le intersezioni dei due grafici sono sit 

9g strettamen! al | 

due di cui una con ascissa 


Metodo B Alternativamente si 


positiva. 
possono studiare direttamente gli zeri della funzio 
ne 


completa 272 
= — log(1+ 2) 
Ma) = araya ta 
sul suo dominio di definizione, ] — 1, +00|. Si ha 
MG) = +00 Am AG) = +00 (o 


x++90 


e x = 0 è una soluzione. Dallo studio del segno di h' si può verificare l’esistenza di un 


seconda soluzione dell'equazione h(x)= 0. Si ha 
20? +.084+2/9)2 _ I _ 2a + 29(18+.8V8) + (6 +49 21 - 1g 
(+2V3+02 1+£ (3+2V3+%)?(1+ 2) i 


h'(1) = 


Poiché 
W(1)=0, 


applicando la regola di Ruffini al numeratore di h'(x), otteniamo 


213 + 22(13+8V/3) + x(6+4V83) — 21 — 12V8 
= (r— 1)(222 + [15+8v3]r +21+12V3)=2(2— 1)(r- a+)(r- a), 


1 
d=7 (15 —8V3+ V249+ 144V3). 


L'unica radice di 4 che cade nel dominio della funzione è x = 1. Inoltre x = 1 è punto dì 
minimo assoluto per h poiché, se x > 1, #'(r) > 0 e, se -1<x<1, (x) <0. Infine, de 


con 


2 
Mie 
) dani 


concludiamo che A ha esattamente d 


PICCINI x aè 
pertanto D. ue zeri di cui uno per x > 1. La risposta corretta 


Esercizio 4.5.7 La funzione 


2 
S(£) = exp(£) log(2 + 2) 
considerata sul suo dominio naturali Ù | 
‘aturale di definizi, 
Pn © i efinizione, ha 
) un punto di massimo relativo nell ‘intervallo [1,5] 
B i ” 
) un sol punto di massi ù i î ni 
‘intervallo ]5 i[ e nessun punto li 


C) un sol n 
punto di mini . ine 
tervallo ] — 3,0. ‘mimo relativo maggiore di 1 e un to di simo relativo nell” 
punto di mas 


D) un sol 
punto di mini 
nell'intervallo ] 1 minimo ass, 


oli x , tit 
Asd; tto nell'intervallo 13,4[ ed un punto di massimo rela 


| 
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/(x) è definita per x €] — 2, 0U]0, +00| ed è ivi di classe C®. Negli estremi degli intervalli 
di definizione. £ i 
sim Sf) =+00 lim f(7)=+00 
Jim f@)=0 limz-,-x: f(1) = -c0. 


f non è inferiormente limitata e, quindi, non ha punti di minimo assoluto. Pertanto D è 
falsa. 


B è falsa poiché deve esserci almeno un punto di minimo relativo nell’ 


o Ai 
\__ 


tolo» 10 z o 
20 


bi Li 


Figura 4.32: f(x) = exp (È) log(2 + x) e, a destra, particolare che evidenzia la presenza 
Tr 
di un massimo locale nell’intervallo ] — 1,0[. 


intervallo ]0, +00. 


Le riposte A e C sono legate alla classificazione dei punti critici di f. 
o) 


f(x) = x"? exp (È) [È E° 2log(2+2)|, 


ha segno uguale al segno della funzione 
2 
T 
— E _ 2log(2+ 2). 
92) 2+x s( 


Proponiamo nel seguito due procedimenti possibili per la discussione degli zeri di f'. 


Metodo A La funzione ausiliaria 
2 
T 
g(1) = re Pia 2log(2 + x), 
è definita in]-—2,+00|e 
lim, g(1) = +00 © lip, gle) = +00. 


2r(2+ x) — 2? 2 _(e+1- v5(r+14+v5) 
AS) lui "0 ine (1 +2? 
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2 


ini na H tra, intersezioni di h(r) = 
Figura 4.33: A sinistra, g(x) = aa” 2log(2 + x); a destra, 
; E 
2log(x +2) e r(2) = Lia 


g(2)=0, rE]-2 +0 > 2=-1+v85. 


Il punto critico x = —1+ v5 è di minimo assoluto per g in quanto g'(r) > 0 se r € 
1-14 v5, +00, e g'(x) <0 se x €] — 2,—-1+ v5|. Poiché 


g(-1+ v5) = 2V5-4-2log(1+v5) <0, 9(0) <0, 
9(©) si annulla in due soli punti 7, <0ex9> —1+ vB. 
Gli zeri di g sono gli zeri di f' e, quindi, 


dobbiamo infine studiare il segno di f’ in opportuni intorni di 7) e r2. < 
Come già osservato preliminarmente, il segno di f' è uguale al segno di g. Pertanto x: ® 
un punto di minimo relativo per f mentre x; è un 


punto di massimo relativo per f- 
A è falsa in quanto nell’intervallo proposto non ci si 


punti critici di f. Per classificare tali punti critici. 


3 ono punti di massimo relativo, mentr® 
C è vera, in quanto x9 > 1 e —2 <%x1<0. 
Metodo B Si può giungere alle stesse conclusioni considerando le intersezioni dei grafî 
delle due funzioni ausiliarie 
2 
hx) = 2log(r +2) r(a)= E, 
2+x 

sul dominio comune ]-2 


"pia jvata 
1 +00|. Tali intersezioni aaa deriva! 
prima di f. h è una funz [ ersezioni non sono altro che gli zeri della 


a inio 
“one strettamente ] domin! 
è da crescen cava sul 
naturale di definizione e il suo grafico sa te e strettamente conc 


i ; ione log(” 
per traslazione dell’asse delle ascisse. In Pera diede 
h(r)=0 des, #7 
Analogamente ù 
lim r 


(2)=+ a 
TH-2+ ) 00 zl r(2) =ihoo 
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r'(2)= 2x(2+ 2) — 1? i Arta 
(r+2)? (cr +2)? 


r presenta un unico punto critico x3 = 0 nel dominio comune alle due funzioni, che è di 
minimo relativo, e r(0) = 0. Infine, per la regolarità di r, r3 = 0 è anche punto di minimo 
assoluto. Inoltre, da 


ra=_so, 


E +2} x €]-2,+00[ 


concludiamo che r è una funzione strettamente convessa. 
Pertanto i grafici di A e r si intersecano esattamente in due punti 7, < 0 e x> > 0. Da 


questo punto in poi la discussione procede esattamente come nel procedimento A. 
4.5.1 Esercizi di densita 
Esercizio 4.5.8 Si consideri la funzione 

f(x) =5+7(2° - 3)exp(-22), 
nel suo dominio naturale. L'equazione S(x)=A ha esattamente tre soluzioni distinte 
A) se\e js + get (VIB+ D[.* 
B) se \ € j - get (vIB- vs. 


C) sere È w get vis - 1),5+ Let ViB+ »[. 
D) mai. 


Esercizio 4.5.9 Si consideri la funzione 
f(@) = 22 — Nexp(-l2 +3), 
nel suo dominio naturale. L'equazione f(x) = A ha esattamente due soluzioni distinte I 
A) se Xe vio + 1)ert-v®0, 2(v10 1 Lenti]. 
8) se A € ]J2(vIO — 1)e-t+V09,2(v10+ ee 


0) sex e ](vI0 + 1)e-tv9,AV10 + ev. 
D) mai. 
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sii ci 
Esercizio 4.5.10 Si consideri la funzion 


1-9 


f(x) = 8/74 


’ 


inio naturale. L'equazione f(x) = A ha esattamente quattro soluzioni distinte 
o n ì 
nel suo ca van ei eregeni 
A)Vr>0,t ,£3. ; 
<0. 
C) le altre risposte sono false. D) se solo se 


Esercizio 4.5.11 Si consideri la funzione 
|a? — 4logle? - 4, 2742, 
al 0, s=42. 


L'equazione |f(x)| = A ha esattamente sei soluzioni distinte per x > 0, 
A) mai. B) se e solo se \ > 8log(2). 


Cc) se voli diet D) se e solo se0 < A < 8log(2). 
e 


Esercizio 4.5.12 Si consideri la funzione 


J(x) = log 


a -4 
T2-9| 


L'equazione f(x) = ha esattamente quattro soluzioni distinte 
A) see solo se\>0,\£2,3. 


B) se e solo se X € |ozios (5) [uo +00[.* 


©) le altre risposte sono false. 


D) se solo se \ € Jpros (iso 


Esercizio 4.5.13 Si consideri la funzione 


2 

fa) = log(3r?) 
x 

nel suo dominio natu; 


le; L” 9 so sé 
e solo se ale. L'equazione fi (2)=A, ha esattamente tre soluzioni distinte * 
A)VALO. 
B Sr 
C) altrove. È, 4 Kia 1,2v3el\{0}. 
€] 


2V36!,2V3e-!|\{0}. 


Pa 


4.5. L’EQUAZIONE F(X)=Y na 
Esercizio 4.5.14 Sia È 
fa) = ur+Sà 
T+t5 


definita nel dominio naturale D. L'equazione f@) = 


distinte se e solo se 
AVre|-t.i[ B)\e[-î,î]. O) re[-i,5] \{0}. 
D) xe]-Z.É[\{o}.* 

F) A € ]-00, -6[U]-4, +00[. 


A ha esattamente tre soluzioni 


E) A €]-00,—6]U [4,+00|. 


G) nessuno dei precedenti. 


Esercizio 4.5.15 Si consideri la funzione 


ia= 10) 


gi 

nel suo dominio naturale. L'equazione f(x) = A, ha esattamente due soluzioni distinte se 
e solo se 

A)VA#O. B) VA <0. C)VA<o.* D) altro. 


Esercizio 4.5.16 Si consideri la funzione 


f(x) = 2log(1+<)—2arctan(x) 
definita nel dominio naturale. L'equazione f(x) = A, 
A) ha esattamente una soluzione x € D per ogni ) € R. 
B) ha esattamente tre soluzioni x € D, per infiniti A < 0.* 


€) ha quattro soluzioni x € D per almeno un A # 0. 
D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 4.5.17 Sia 


" x4+2 
definita nel suo dominio naturale. L'equazione f(x) = A, A € R ha tre soluzioni distinte 
sE e solo se 


Sac] en(- 6-3) zzen(0-3)[. 
Mie] L14 | 

€) mai. 

D) 


‘n intervallo diverso da quelli proposti. 
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Esercizio 4.5.18 L'equazione 


| 3r__ arctan(2)| =, r#-1 
r+1 


ha due soluzioni reali distinte 


A) per ogni A> 0. 


ha soluzione ed unica, in dipendenza del parametro a, se 


1 1 
4 B)a>1. C)a> . D) 0<a<1. 
A) 0<a< api) ) 2exp(1) 
4.6 Funzione integrale 
Esercizio 4.6.1 Si consideri la funzione razionale 
x 
da) = sr 
€ si risponda ai seguenti quesiti: 
i) Si determini la decomposizione in Sratti semplici di d(c); 
li) Si determini il dominio I della funzione integrale F(x) = T $(t)dt e si calcoli F(ane 
suo dominio; 4 


iii) Per quale valore di x € I si ha F(x)= log (È) e 
iv) Si determini F(I). 


i) Osserviamo preliminarme; 


, e 
di classe €® in J. Per Ara che $(x) è definita su J =] - 00, —-3[U] — 3,31Ul83, sa ‘ 
B che risolvano l'equazione minarne la decomposizione in fratti semplici, ricerchiam 
Da B 
P_9 scstzzi — 


T= A(r+3) + B(r-3). 
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Figura 4.34: A sinistra il grafico di $(x) = 


= 33; 9 e a destra il grafico della funzione 
integrale F(x)= È p(t)dt. 


Sostituendo, in quest’ultima equazione i valori x = +3 otteniamo A 
dunque 


1 1 


METTO) 


ii) La funzione integrale F(x) = fa $(t)dt è definita nell’intervallo massimale € .J cui 
4 ° ; 
Appartiene l'estremo di integrazione x = 4. Si ha dunque I = ]3, +00[. Si ha poi 


T 1/2 1 I Re x°-9 
Fa) = f 004=3/ (+34 -31( a ) r>3. 


îii) Si ha 


9 1 x°-9 2 2_9_ 28 2109 
Fa) =log (5) “- 3/08 ( 7 ZIE TE RS har) 
vivo : _ v109 
Quest'ultima equazione ha due soluzioni r = © , ma solo una di esse, r = 3 € I, 


il dominio di F(x). Le risposta è, dunque, 
2) > =. 
F(2)=log (3). r>3 


IV) Sì osservi preliminarmente che, per il teorema di Bolzano, F(1) è un intervallo. Poiché 


Pa=MU)= 3? 1? 


x? - 


one” il grafico della funzione 
Figura 4.35: A sinistra il grafico di $(x) = Ga 88 destra il gr: 


eVI+t-1 
)=/ illa, 


integrale ®(x 


F(7) è strettamente crescente nel suo dominio. Si ha 


1 2-9 lim F(2)= lim 3108 (27) 
lim F(2) = Ln 3/05 ( 7 ) e 7: 


e, quindi, F(/) = R. 


Esercizio 4.6.2 Si consideri la funzione integrale 
*VIFI-1 
da)= feti, 


i) Sì determini la funzione derivata Pc) e lim D'(). Si discuta il dominio di P(x). 
ii) Si valutino slim ®(2), lim (2) 2A 


F € lim Ù 
sto VE Csblz_] 


i) Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, 


(a) - VItaz1 


ù 
£ €]0, +00[, intervallo su cui la funzi 


la funzione integranda, dc) = l+r_1 è definita per ® > -1,r£0. E’ duna!“ 
naturale chiedersi se d tn 


: jzione 
chi s rale di 9(7) su tutto l’insieme di defini? 
di quest’ultima e int » quanto valga P'(0). 


È . T 
©) sia la funzione inte; 
al caso 
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Il limite lim ®'(x) si presenta nella forma i i x 
l a indeterminata È. Applica i i 
limite 9 Pplicando il teorema di 
lim ®'(x) = lim vae1, pa] = lim i, si 
0 x 102VI+e 2 


è definita per x > -1, x # 0e 
prolungabile con continuità all’intervallo [-1, +00| se si pone $(0) 
fondametale del calcolo integrale, si ha, dunque, che 


Pertanto la funzione integranda dr) = VI+FI-1 
T 


1 
= 5. Per il teorema 


inzio ona (©) è funzione integrale e primitiva 
Vl+x-1 
ue "dr x>-1,x#0, 
7) = 
1 
Piu c=0, 
cioè 
Vl+z-1 
= a £>-1,r£70, 
P'(2)= 
1 
7 c=0. 


Concludiamo dunque che (1) è definita e di classe C* nell'intervallo [-1, +00. 
ii) Si ha 


lim ®(2) = lim 
T++t090 T+t9%0 


+00 


Pa ly = 
1 


i i tosti a +00 di 
per il teorema di confronto degli integrali generalizzati con l'integrale / A 
1 


Il secondo limite richiesto si presenta nella forma indeterminata i Applicando il teorema 
di de l’Hopital, si ha 


fittizia STES 2(v7 1 
lim 4 L = lim all = lim Ren) =2 
£+00 VE r4+00 1 PERTSS vr 


2Vî 


A 0 p ; 
Îl terzo limite richiesto si presenta nella forma indeterminata To Applicando il teorema 
di de l'Hopital, si ha 


lim 
basi rl rg 


vital = V2-1. 
n 


ine io ai fini isoluzi ell’esercizio, osserviamo che P(r 
Infine, anche se non necessario ai fini della risoluzione dell’eserciz (2) 


È x e utrisbilet <= st = 
DUÒ essere posta in forma esplicita, effettuando il cambiamento di variabile £ = s 1, 
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rlog(r 
exp(x) — 1 


T)= e a destra il grafico della funzione 
Figura 4.36: A sinistra il grafico di Y( ) da | 
| ES = imo assoluto pei ll —- 
t)dt. x = 1 è punto di minim luto per Y(2), quindi Y 
integrale Y(r) J DI )dt. 


fio >0e TARETOX >0, 
1 


dt = 2sds, 


| - LE, [I 2s dé 
0) = [Ata [3A 


vr+1 Hi) 
= [2s — 2log(s+1)|\* = 2vr +1 — 2V2 — 2log (ELLI 


Esercizio 4.6.3 Sia 
_ _tlog(x) 


va exp(z) — 1° 


r>0 
€ sé risponda ai seguenti quesiti: 
i) Si verifichi se y(x) è prolungabile con continuità all’intervallo [0, +00[. 


Îi) Sio Y(2)= / Ito) 


dt. Si valuti se esistono finiti dim Y(c) e Ali, Ya). 
iii) Si determinino le 


ssici di 
ni critic! 
Yo) radici dell’equazione F'(2)=0esi classifichino i punti 
2). 
i) Si ha 
lim y(x) = li Tlog(x) a ==; 
230 4(2) 23) exp(7) — 1 — lim log(x) = -00 
Pertanto y(c) 


non è prolung 


]0, +00[, Y(©) è di classe GI, 


IO 
" Sull'inter! 
abile con continuità all’intervallo [0,+00/. È 
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Tr n E î ; 
ii) Y(a)= J y(t)dt è definita e di classe (© nell'intervallo [0, +00[. 


n io OE) |, 
Si ha y(7) = IO ® log(z), (r + 0) e quindi, per il teorema del confronto con 


l'integrale 
f log(t)dt = 1, 


tlog(t 
n e a dt esiste finito. Se poniamo 


e 


la funzione integrale Y(x) è prolungabile con continuità all’ 


n Il 
Si ha y(x) = a E) 1 = glog(x)exp(-x), (r + +00). Poiché l'integrale generalizzato 


concludiamo che l’integrale la 
1 


intervallo [0, +00|. 


+00 +00 
J tlog(t) exp(-t)dt < + 1° exp(—t)dt < +00, 
1 


; - : i, ni +00 t log(t)dt 
per il teorema del confronto degli integrali, concludiamo che anche l'integrale ni ST 
esiste finito. 


ili) Si ha 


Pa) = rlog(x) Hi dd met 


exp(r) 10 
Tale punto risulta di minimo assoluto per Y (x) in quanto 


P(r)<0 « 0<cr<l 


P(aA)>0 > 
Si ha infine Y(1)=0. 


4.6.1 Esercizi di ricapitolazione 


| 

E; CNCI | 

sercizio 4.6.4 Per r2loglea, 7#9 | 
f()= 


r=0, 
, FA 
detta F(x) = / ° f({)dt, si determini lim 3 
J1 


Es FANTI n 
ercizio 4.6.5 Siano fiaj= @ +27) log(x3 + 27) 
j Fa) 
e Pr) = i S(1)dt, si calcoli lima - 
1 


sa CAPITOLO 4. ANALISI QUALITATIVA bj FUNZIO), 


Esercizio 4.6.6 Si consideri la funzione 


atlog(r°), 70, 
me 1, 
Li F(x) 
Detta F(x )J= [A f(t)dt, si calcoli ima 


VAI 10 
Esercizio 4.6.7 Detta f(x) = |r? — 6r + 1|exp(-2), sé calcoli lim 


Esercizio 4.6.8 Sia f(x) = 3e — rlog”(r) nel suo dominio naturale. Detta F(7) = 
ia gia O) 
J dt, si calcolino lim —> e 
rt +0 gr 
li F(x) 
23 t00 1 log?(x) 


Esercizio 4.6.9 Sia in(e) 
arcsin(T 
ia 


x-1 


Detta F(x NEO) t)dt, si calcoli lim F@) 
72 


Esercizio 4.6.10 Detta 


si consideri la funzione integrale F(x 


)=[ f(t)dt e si determini lim po. 


Esercizio 4.6.11 Sia 


1) = arctan(x) 
T+1 
Detta F(x) = di S(t)dt, si calcolino lim F(2) F(x) 


dr elim 


T s+4celog(z) 


Esercizio 4.6.12 Siano 


S(®) = x (log le 1)? 
e F(r)= F S(t)dt, si risponda ai seguenti quesiti 
i) Si calcolino 2lim Fa) e glim Fl). 


ii) Si tia i punti critici di F(2). 
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Esercizio 4.6.13 Sia 


Sta) = PeEtat 


definita nel dominio naturale D. Detta F( (2) = F S(t)dt, si risponda ai seguenti quesiti. 


i) Si determinino il dominio di F(z) e lim F(2) 
T4+0%0 


ii) Si classifichino i punti critici di F(x). 


Esercizio 4.6.14 Detta 
Sx) = elog(2), 
si calcoli F(x) = "a f(t)dt 


Si determinino inoltre, lim n P(7) e lim SR 
x-++50 1? log(x) 


Esercizio 4.6.15 Sia 


2 log(1+t) 
FA= [7% 
e si risponda ai seguenti quesiti: 


dF 
i) Si determini il dominio naturale I di F(x) e si calcoli PTAGII 
ii) Si determinino le soluzioni di dg) =0 e si classifichino i punti critici di F(x). 


sila ita F() .- Fa) 
ili) Si calcolino lim fog +3) elim, foga) 


Esercizio 4.6.16 Si consideri la funzione 
f(@)=(1+l0g°(2)), 


€ si risponda i seguenti quesiti: 
i) f(x) nel dominio naturale 
A) è strettamente crescente. * 
B) ha un punto di minimo assoluto. 
©) non è inferiormente limitata. 
D) non è invertibile. 
F(x) È Fa) 


& di i E 
l) Detta F(2) = [" f(t)dt, si calcolino lm, 2 life a 
(1) 
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Esercizio 4.6.17 Per 


6 6 
f la (Es) ac L 
= lim l_ ak, 
L I y00 
si ha 2-4 1 
L IA =-—. D) altro. 
Ajb=-gn* B) L= #0 C) L= 3% ) 


Suggerimento: Si utilizzi il teorema di de l’Hépital e successivamente gli sviluppi di Taylor 


Esercizio 4.6.18 La funzione integrale 


2 {24+9t+18 
= —_—_—_.dît, 
K7) i pa 3° 


A) è strettamente crescente nel dominio naturale. 
B) altro. 
C) ha un punto di flesso in x = 3. 


D) ha un punto di minimo locale in x = —6.* 


Esercizio 4.6.19. 
cy -1 
x)=] —d 
= | 77 
A) è inferiormente limitata sul suo dominio naturale. 
B) ha un punto di massimo relativo in x = —1.* 


C) è strettamente crescente sul suo dominio naturale. 
D) altro. 
Esercizio 4.6.20 Per 
dg O 
si ha i 
1 
A) L= n B) L= 
Esercizio 4.6.21 Per 


ls 
L= tim fi sine) (exp(31) - 1) dt 


; i 
si ha Tr ’ 


A)L-0. B) L=S» 
5 


0) L= +00. D) L=0. 


Capitolo 5 


Successioni e serie 


5.1 Successioni e serie numeriche 


n 
Esercizio 5.1.1 L= lim (LE È 2) vale 
n++00 | 2n — e 


A)L=0. 1. truecm B) L= exp (va - 5) truecm C) L non esiste.1. truecm D) 
L= +00. 


Ricordato che a = exp(blog(a), si ha 


(du) = ap (ni0g (LES) - op Med 
2n-e 2n-e 2(1 ) 


= exp (e log (i + 2) — nlog(2) — n log (i = )) 
= exp (I (i + 9) exp (-nlog(2)7) exp (-aio8 (i = 2) i 


La risposta corretta è A perché 


v3 Mei lim exp(-rlog(2)) =0, 
. XLI | e, Di 
li (noe (+ n ic i 


L\)-eh 
sip eso (cet (1-3)) =" 


$, infine, per le proprietà algebriche del limite, 
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2 La successione 


Esercizio 5.1. Hi 
an =" cos(2n) 1a exp(2x) de, ne N, 
n 


A) converge se @ <1eoscilla sea > 1. 


B) converge Va < 1. 
C) non ha mai limite. 


D) diverge positivamente se a > 0 e converge se a < 0. 


La successione assegnata si presenta come il prodotto di tre successioni che hanno carattere 
diverso. cos(2n) è una successione limitata ed oscillante. La successione n° diverge a +00 
se a > 0, converge a zero se a < 0 ed è costante a 1 se a = 0. Infine, per il teorema 
fondamentale del calcolo integrale 


2/n 1 ss 1 4 2 
bn ® Le exp(2r)dr = glexp(22) Jesi = [o (4) — Xp (5)] ) 
ed è un infinitesimo per n + +00. Poiché 
e=l+r+0(7), (c+0), 
PORN 1 
con la sostituzione x = rt si ottiene l’infinitesimo equivalente 


103 ca 1 
= (et -e8)=3(1+i-1-i4 001) = 11400), (n + +00). 


La successione an, pertanto, 


ha lo stesso carattere della i i i n: esimo 
cos(2; a Il: successione di termine n-esl 
S( n) (i 73 Poiché 


0 


4 sea<l 
cos(2n)n® "24s° È oscilla limitata sea=1 
oscilla non limitata se a > 1, 

si ha 
nlim n= = nlim 1 cos(2n)in°1=0 — a< 1 


e Gn oscillante 
per ogni a > 1, Ai € quindi vera, mentre le risposte B, C e D sono false. 


Pirani 
Sercizio 5.1.3 La serie numerica 


31 SUCCESSIONI È SERIE NUMERI HE 


Osservato che 


ica ! ] 
cos(1) La na * o(3). (n4 +00), 
1 Lo 1 1 I 1 
(i) | In * °(;5) n mm * o(3) asd In (nti +0), 


si ha che il termine n-esimo della serie 


Numerica assegnata è asintotico a 


1 - 4)» 
Î cos (3) = ) (e-4)" a -C20 ,  (n+4+00). 


Per valutare l'insieme di convergenza della’ seri 
convergenza della serie 


le è necessario e sufficiente studiare la 


i» (r-4)” 
n=l An? 5 
Ricerchiamo innanzitutto l'insieme su cui la serie converge assolutamente. Detto an = 
c-4) 
e29° si ha 
im (On4al lr A|t1 dn? 
=|r- 4 
nIS Jan] — nio dna ind EA 


Per il criterio del rapporto la serie converge assolutamente se |e-4|<1,cioèse3<r<5, 
e la serie non converge se 7 < 3 oppure se x > 5. 

Possiamo quindi concludere che la risposta C è falsa, poiché il termine n-esimo della serie 
non tende a zero se x > 5. 


È 1 
Per r = 3,5 si ha |an| = 773: La serie armonica generalizzata Y -; converge. Pertanto, 
n' n3I 
per il criterio del confronto, converge assolutamente anche la serie assegnata per x = 3,5. 


Si ha infine A vera e C falsa. 


Esercizio 5.1.4 La serie 


0 n 1 
X(-1) arctan Zaxi 


n= 


A) converge assolutamente. ni E 
i iti ini itivi e i iti termini negativi. 
B) è oscillante (non esiste) in quanto ha infiniti termini positivi e infiniti te 291 
0) ha somma zero. 
D) ha per somma un numero negativo. 
>ssere convergente 0 
La serie proposta è una serie a termini di segno alterno e potrebbe esse; B 


Bèi i caso falsa. Infatti, ai fini della 
avere carattere oscillante. Tuttavia la risposta è coi, pr = si a er 
CONVergenz i ie, non è rilevante in : 

È Za 0 meno di una serie, 


esempio dui al 
L1 
n=l 
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i i vergente, mentre 
è una serie semplicemente com g 4 


+00 


Xn 


n=l 


è una serie a carattere oscillante (ossia non riga $ il'oriterio d 
Seneo paesi a serie, applichiamo il criterio di Leibniz «; 
Per determinare la convergenza o meno dell , app Leibniz. Sia 


1 
= arctan G 
di np 
È evidente che a, > 0 e 
lim an=0. 
nò+00 


Per poter applicare il criterio non resta che verificare se la successione in esame sia defini- 
tivamente decrescente. Quest'ultima proprietà si verifica facilmente estendendo an a R 
tramite la funzione 


1 
a(x) = arctan—, 
PF. 


che, per il teorema sulla composizione delle funzioni monotone, risulta decrescente. In 


maniera equivalente, si può concludere che a(x) è una funzione monotona determinando 
il segno della sua derivata prima: 


2 
n 
a(rh=-2_ < 0. 
(9) 1+272 
Pertanto la serie proposta converge semplicemente. 


Usando il criterio del confronto, si può verificare che la serie in esame non converge 
assolutamente. Infatti, 


1 


arctan Ss —— 
In+l miri n4+ +00, 


e, pertanto, poiché la serie 


“ 1 
Liri SA 


anche la serie assegnata diverge ass 


R solutamenti 9 è 
La risposta corretta è D in quanto ente. Pertanto la risposta A è falsa. 


52k 


2k 
Y-1)" aretan — 
I 2n+1 


_ 1 1 
= -— (aretan 2 arctan — : 
3 — arctan 5) mis (aretan aR=1° archan +1 


1 
—ar 3+ 1 
‘ctan 3 + arctan 5 <0, 
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Esercizio 5.1.5 La serie 
x l 
© _M-D TG 
kelkAy/=a7a de 
A) diverge se a > 0 e converge se a <0. 
B) converge per ogni a € R. 
C) diverge se a < 0 e converge per a > 0. 
D) converge assolutamente se a > 0 e semplicemente se a < 0. 
La serie proposta è definitivamente a segni alterni 
00 
L(-bta, 
k=1 
con A 
a=-—- 2 0, definitivamente. 
*7 a+ 362 © 
Per il criterio del confronto asintotico,la serie non converge assolutamente per alcun valore 
di a, in quanto 


pese: k 
US + +00. 
Pertanto possiamo escludere la risposta D. 
Studiamo ora la convergenza semplice applicando il criterio di Leibniz. ay è una succes- 
sione definitivamente a termini positivi e limy_,4,0 04 = 0. Resta da verificare che la suc- 


cessione ax, per ogni a fissato, è decrescente definitivamente. A questo scopo consideriamo 
la funzione ausiliaria 


T 

1) = ata 
che si ottiene per prolungamento ad R della successione f(k) = ax, £ € N , e studiamone 
la monotonia usando il segno della derivata prima. Poiché 


a — 312 
ù È IT 
"= (a + 322)? 
Possiamo concludere che f è monotona strettamente decrescente per x sufficientemente 
grande (sea >0)oVr € Rt (sea <0). 2 i INNER) 
Quindi la successione ay è definitivamente decrescente; pertanto le ipotesi del criterio di 


Leibniz sono tutte soddisfatte e concludiamo che la serie converge semplicemente Va € R. 
La risposta corretta è quindi B, mentre A e C sono false. 


Esercizio 5.1.6 La serie dI 


d 
Zn+ya 


n=1 


A) converge solo per |r| < 1. B) converge per |x| £ 1. 


©) converge per -1<x<1. D) converge per -1<x < 1. 
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insi i a assoluta. Da 
o innanzitutto l’insieme di convergenz: 


Determiniam 
n 
cel O) EP), (n + +00) 
nt n n° 


a converge assolutamente se € solo se converge la serie di termine 


segue che la serie assegnat. 
generale Jafe 


by= 


n 


L'insieme di convergenza di questa serie si determina ad esempio con il criterio del rapporto 


1 
Danti _ lim let n im |x 
n3+00 bn nds 41 |ej sto +1 


Pertanto, la serie assegnata converge assolutamente se |x| < 1, diverge assolutamente se 


|r| > 1. Il criterio è inefficace pero =+1. 
Studiamo infine direttamente il comportamento della serie in tali punti. Per x = 1 


abbiamo la serie 
È 1 


Zara 


che è divergente per confronto con la serie armonica 


6.) 
1 


Di (5.1), coneludiamo che per x = —1 non si ha convergenza assoluta. Per quest’ultimo 
valore, verifichiamo che si ha convergenza semplice usando il criterio di Leibniz. Infatti, 
per la serie a termini di segno alterno 


gr 
nz Nt vu’ 
il termine 


i (n+ va) 
è positivo e decrescente strettam 

T ente a zero per n + 
Pertanto, la serie assegnata converge sill'intervallo sli 


ce[,1[ 
e la risposta corretta è C. 


Esercizio 5.1.7 La serie 
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La risposta A è naturalmente assurda: 


i e a il simbolo di serie rappresenta in modo sintetico 
la successione di somme parziali 


1 + ni } 
4 2n2 + n! dente 


Se tale successione di somme parziali converge, con lo stesso simbolo si indica anche il suo 
limite. 
Determiniamo il comportamento asintotico dei termini della serie per applicare il crite- 


rio del confronto. Distinguiamo il caso |r| < 1 dal caso ||] > 1 a causa del diverso 
comportamento del termine 7”, (n + +00). 


— se |a|<1 
L+n3 nl la < 
Qn= —_- ® n4A +00 
"  2n24n! p + 
— se lel>1 
nl 
Le serie 
+90 3 
a 


converge per il criterio del rapporto. Infatti, detto 


si ha è 
Gn4i _ (+ 1A _ (+1)? n400 


= = 0. 
Qn n3(n+1)n! n3 


Pertanto, per il criterio del confronto asintotico, concludiamo che anche la serie assegnata 


converge assolutamente nell'insieme |x| < 1. 
La serie 


si ha 
bari _ _Leliat del msgoog, 
bi |el(n+ 1a! n+1l 


Pertanto, per il criterio del confronto asintotico, coneludiamo che anche la serie assegnata 

converge assolutamente e quindi converge nell’insieme |e|> 1 : . A 
bbiamo verificato che la serie assegnata converge Va € R.C tuttavia si è cy n 

quanto il comportamento asintotico della serie nel caso |g|=>+1 non equello:proppsto. 

© corretta, 
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5.1.1 Esercizi di ricapitolazione 


5.1.8 La successione di termine n-esimo 


im=E, ne N\{3}, 


n 


Esercizio 


A) è monotona decrescente. 

B) è divergente. 

C) ha massimo e minimo.* 

D) è superiormente, ma non inferiormente limitata. 


Esercizio 5.1.9 Per 


n 
nere (E) as 


ne+a 
si ha 
2 
A) L=exp(- — 1), sea=e.* B) L=1,sea<e. 
C) L=0,sea>0. D) altro. 


Esercizio 5.1.10 Detto 


i 1+3n\" 
i= de (ES, 


A) L nonesiste sea > 0, B) L=0 0 
=0sea<0. 


C) L= +00, per ogni a € R.* D) altro. 


Esercizio ‘a serie nume! ni 
zio 5.1.1 1 ‘merica di termine n esir 
5 1L mo 
T log(n) +e 
DR pra z 1 T>O, 


A) ‘converge i 
per ogni * 
B) altro. gni T>0. 


C) perr< i Er] 

) pi 1si comporta come la serie di i 

E 1 termine DE 
| n 
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Esercizio 5.1.12 La serie di termine n-esimo 


_ cos(mn)r" 
TE > T,y€ R, 


A) converge assolutamente sey>lereR. 
B) converge semplicemente sey > 0 er<1. 
C) non converge per alcun r € R, sey<0. 
D) altro.* 


Esercizio 5.1.13 La serie numerica di termine n-esimo 
tn 
== ee. 
n= (-1) nlog(n) + (37)"” 

1 
A) converge solo semplicemente per |r| < 3° 
(uran 


B) si comporta come la serie di termine n-esimo bn = rog 


per |x| > 1. 


C) converge assolutamente per ogni x € R. 
D) altro. 


Esercizio 5.1.14 La somma della serie 


vale 


AYA(j= =E2 50. 


2 
B) A(x)- -222,2<3. 


£4+3)? 
C) Az) = ao 0 <0* 
D) altro. ii 


Esercizio 5.1.15 La serie (Mtlog(m) + 2° 
b> mn 4 1 
nl 


A) converge assolutamente per ogni x € R 4 
B) per |r| < 1 converge solo semplicemente. 


È 
serie di termine n-esimo ——- 
©) per |r| > 1 si comporta come la serie di termi n 


D) altro. 
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Esercizio 5.1.16 La serie numerica 


ven 


n2l 


dipendente dal parametro € R, converge se e solo . pa 
A) re]- v2,v2|\{0}. B)r€]-v2, È 
C) 1 € [0, val. D) x €]0, v2l. E) altrove. 


Esercizio 5.1.17 La serie numerica dipendente dal parametro x € R, 


converge assolutamente se e solo se 


A) re]- v2,v2\{}. B) r e]- v2,v2. 
C) re |-v2, v2)\{0}. D) re [-v2,v2].* E) altrove. 


5.2 Serie di funzioni 


Esercizio 5.2.1 La serie di funzioni (x € R), 


iA= Lapp, 


n>l 
converge puntualmente se e solo se 
A)r€]- v2, v2|\{0}. B) re] 


— v2, v2I. 
C) re [0, v2[. 


D) x €0, vl. 


sad è . e . H e 
Detto 2 — 12 - 1, usiamo il criterio del Tapporto per determinare l’insieme su cui convere® 
assolutamente la serie di potenze 


n=l 
Detto 


An 
si ha 
._ @ n 
lim LEI lim ® Vn +1 
no g, 


e dunque il raggio di conver 
senz, 
cioè se x €]— y2, 2,0[U]0, VI dimo: 


Ser=4V2(2=1) 


+ ya luta se |? 
NI+0% + 2 < 
Si ha dunque convergen: 

» si ha la serie di ter 


la serie armonica di termine n-esimo I 


pe 
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Per lo stesso motivo, non si ha convergenza 


assoluta per x = Q (a 


0 = Inr=0,si 
ha convergenza semplice in quanto | 


‘a serie di termine n-esimo 


n 

i (-1)" 2 converge er il 

criterio di Leibniz (serie a termini alterni). Infatti Ù A 
lim va = 


e la funzione ausiliaria 


Il 


{= Locp((-)) i) 


è monotona decrescente per y > 1. Pertanto anche la successione f(n) = 
monotona. 


La risposta corretta è B. 


— risulta 
n 


Esercizio 5.2.2 La serie di funzioni (x € R), 


fj= pe 


ndl 

(a parametro reale), converge assolutamente in 
A)r€[0,2] sea>0. B) € [0,2] sea> 1. 
C) 2 € [0,2[,sea>1. D) soddisfa ad altro. 


Osserviamo preliminarmente che 


0, se0<7r<2,a€ R, 
0, ser=0,2,a>0, 
lim (2-1) =4. ser=0,2,a=0, 
n++00 no 


+00, ser=0,2,a<0, 


+00, selr—-1|>1,a€R. 


Per il criterio del rapporto, si verifica immediatamente che la serie converge assolutamente 
per x €]0,2|, va € R. 
) ut verge assolutamente solo se a > 1 (e 
Se x = 0, la serie diventa XY — che converge ass 

n>l 
Semplicemente se a > 0). 
Ser= 2, la serie diventa Y7 È che converge solo se a > 1. 


# © se # €|0,2, Ya € R. Le 
Pertanto si ha covata, assoluta se a € [0,2], Va > 1 e se ] 
"ISposte A e C 


entri è vera. 
sono evidentemente false, mentre B è 
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zioni >> an(x), di termine n-esimo 


Esercizio 5.2.3 La serie di fun: z 


2 
(22)" + n 
a = TT, reR), 
4 ) si t n? 
i compori n 
A) converge assolutamente per ogni € R perché an(2) si porta come n 


LL n s n 
i —-,3 n(£) si co. n 
B) converge assolutamente per ogni T (i [ 7 s| perché an(2) importa come Î 


11 d A ni 
C) converge assolutamente per ogni x € R\ 5 5) perché an(x) si comporta come "i 


D) soddisfa ad altro. 


Osservato preliminarmente che 
2 
n 
ei (n 4 +00), se |e| < 


[CI Ni 


lan(2)] 
[Za 
nl 


1 
(n + +00), sele|> 3 


si ha che l'insieme di convergenza assoluta della serie di funzioni assegnata è tutto R. 
Infatti usando il criterio del rapporto, si verifica facilmente che 


2 n 
n 29 
d a < +99, Ò) ] < +00 
nai ni 


Infine la risposta B è corretta perché individua il comportamento asintotico della serie 
nell'insieme di convergenza considerato. 


Esercizio 5.2.4 La serie di funzioni (© € R), 


fa= Eta 


n 
n>l 
converge totalmente se e solo se 
A) |el<1 B) -1<x<1 
O) lel<1-6 0<5 i D) altrove 
Osservato preliminarmente che 
J, 
aim eni, Ve>0 


n° (M+ +00), se |e|<1 

2 + |o|Y/n 

ale = 
n? 


2 
n (ni +00), se |r|]= 1, 


el? 
ni (mi +00), se|e|> 1. 
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A - . 1 
La serie armonica generalizzata > conv 

> n? erge, mentre la serie di termine n-esimo 
Ri 
li ; 1 i 
eo (|r| > 1) ha carattere oscillante. Pertanto si ha convergen 
nell’intervallo [-1, 1]. Su tale intervallo |; 


n? 


La risposta corretta è A. 


Esercizio 5.2.5 La serie di funzioni >» Sn(€), di termine n-esimo 
n>1 


fn(2) = son ta (re R), 


A) converge totalmente nell’intervallo I = [-1, 1] perché max |fn(x)] S2UI+n?). 
z 


B) converge totalmente nell’intervallo I = [0, 1] perché max Ifa(2)] <2(1+n2)7!. 


©) converge assolutamente per ogni x € I = 


[0,1], ma non totalmente in I perché 
max|fn()] > 2(1+n)". 


D) soddisfa ad altro. 


Determiniamo preliminarmente l’insieme su cui la serie converge puntualmente. Tenendo 
conto che 


exp(-2) > |rl, Vr <0, 


n°>n", (neN) «> r<2, 


0, ser>0, 
na, 
lim exp(-nx) = | 1 alii 
n3+00 
+00, ser<0, 
0, se |e|] < 1, 
lim _|el®={ L IATA 


400, selel>L 
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termini della serie di funzione 


intotico dei 
si ha il seguente comportamento asintotico 


ma de Lusi seT>2, 
n++00 n 
Cal ser=2 
3 =_= +00 7 ) 
AULA 2n? ” 
x" 
lim £ =4+%0; sel<x<2, 
n+00 n? 
lim |fa(2)| = 
slim If sia 20 ser =+1,0 
n++00 n? Ù 
im Podlemepn2)} o, seo<e<i, 
n++00 n? 
li exp(-ne) = +00, ser <0. 


Poiché le serie 


$ exp(—nz) x E 
sio et an 


sono a termini positivi e convergono in [0, 1] l'insieme di convergenza puntuale della serie 
è l'intervallo x € [0,1]. La risposta A è pertanto falsa in quanto in [--1,0[ non si ha 
nemmeno la convergenza puntuale. 

Osservato che, 


n i 
2" + exp( na) _ 2 


0< 
n+n Tn2+1° 


Va € [0,1], 


e che la serie numerica 
L n2+1 
converge totalmente in [0, 1]. La risposta corretta è dunque B. 


s su SORTI ta 
converge, concludiamo che la serie di funzioni assegn® 


Esercizio 5.2.6 L’insieme X Cc R su cui converge 


soddisfa 
A) X è un intervallo. B) la convergenza su X è uniforme. 


C)X non è limitato superiormente. D) altro. 


lim |r® di 
n 60 |P toa =0 3<ll<L 


52. SERIE DI FUNZIONI 


e su tale insieme si ha convergenza assoluta per il criterio della radice: 


£ 1 VIZI 
lim +3] - i +2059 _} 
nto Qupn i e Eri 


A e C sono quindi false, poiché: 


È 1 1 
Xx=]-1,-i li | 
5 Ù 9"! ’ 
Infatti, su X la somma della seri 


geometriche di ragione, rispettivamente, r e 23 
r 


La risposta B è falsa. ie è la somma delle due serie 


» per cui 


SÉ 20gn l-z mer 
2x 
e. quindi, 
a) 
1 k+1 2k ( 1) 1 
splE (+ 70)>- pa a Tir 1+7 (kK+1) 
nz nego: RN A 


Infine non si ha convergenza uniforme su X: 


ny L\l3 ii (+1) @+-400. 
33 r +3n7n oo k 


E k4+00 
ink 


lim sup 
k-400 x 


Esercizio 5.2.7 Se X è l’insieme degli r € R gu cui converge 


+00 a 1 
24) Gai 


si ha: 
Ì =]1, +00]. 
A) altro, B) X=] 
P =]- 1,1. 
©) convergenza totale su X\}0,2[. D) X 3] 


i ine n-esimo 
tuale della serie. Il termine 

Determiniamo l'insieme X su cui si ha convergenza puntuale 
della serie di funzioni, 
P _ n 
=: (-1)"exp(-rlogn), 

2) =(-1)°n"=(-1) 
Jn(x) = ( 


soddisfa 20 r>0. 
plim Sal )I 
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e non converge per © < 0. Per ogni x > 0 fissato, si ha conve 


Pertanto, la seri n cb ; 
ice ce il criterio di Leibniz, poiché la successione 


Tgenza 
x 


dash 


. Le risposte B e D sono quindi false. 


» decrescente a zero, (n + +00) e. 
dere totalmente sull’insieme [2, +00[. Infatti, 


C è vera, poiché la serie converge 


e la serie numerica 


è una serie armonica generalizzata convergente. 


Esercizio 5.2.8 Se X C R è l’insieme di convergenza di 


+00 
bw fa 1 pl, 
n=l n° 
si ha: 
A) convergenza non uniforme su X\] — 00, 1[. B)X=]-1,ll[. 
C) convergenza non totale su X. D) altro. 


B è falsa poiché abbiamo già veri Ù iù ; È 

E già verificato, nell’esercizio di di conver- 
genza è l'intervallo X =0, +00, ) precedente, che l’insieme 
Verifichiamo la convergenza uniforme sull’insieme X\] — 00, 1[= [1,+00|. Infatti, per le 
proprietà delle serie a termini di segno alterno, si ha i 


1 1 1 
-1 ig: ec _— _ 
LI ) e < E £ E Vr >1, 
e, di conseguenza, A è falsa: 
lim sup —1L)°- i 
k++00 55] L( ) ne s img ni 


sup |fn(2)] = sup = = 
e, pertanto, ci 5 ne . 


D sup|fn(r)] = +00. 


nd] 250 
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Esercizio 5.2.9 La serie 


+ 
» exp(nr), 
n=0 

converge 


A) puntualmente su R. B) per ogni #0. 


©) uniformemente su x €) — 00, a, Va < 0; D) non sugli insiemi proposti. 


Per ogni 7 fissato, la serie proposta è la serie geometrica di ragione exp(r) e converge se 
e solo se 

exp(r)<1 «— r<0 
Le risposte A e B sono dunque false. Verifichiami 


0 la convergenza uniforme sugli insiemi 
del tipo ] — 00, a[, a < 0. Si ha 


Y exp(nz) = exp(kz) & exp(ak) 


SEETTTAà, Wu 
Si 1— exp(kr) © 1 — exp(al) 
e, quindi, C è vera: 
exp(ak) 
< € lim EP o 
() LL ss sup p I. exp(na) dti 


Esercizio 5.2.10 La serie ser (da) 
434 Goa 
converge puntualmente su 


A) JE B) |; s400[. 


C) un intervallo. D) non sugli insiemi proposti. 


Determiniamo l’insieme di convergenza X della serie di funzioni proposta. 
1 E 

Per |e| < 3 poiché 

° (42)” 

5+ (37)?" 


ie di ine n-esimo 
la serie proposta converge se e solo se converge la serie di termine 


an(x) = (47)”, 


x |Arl", 


is 1 
cioé se |r| < +. 

9 1 

Se |r|> 3 si ha 


(47) _ 1+0(1)), n + +00, 
5+ (30)? (£) € È 
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9 
% |> 7. 
e, pertanto, la serie converge se © solo se |z| 7a i % 
Quindi B è vera poiché l’intervallo proposto è contenuto nell’insieme di convergenza dell 
) 
serie di funzioni, 9 îa 9 


x] alito 


Esercizio 5.2.11 Sia X C R l’insieme su cui è definita 


_ © nlog(z) 
=D gr 
x-3 l 
A) Le altre risposte sono false. B) A(x)= @-dP og(£). 
2x 
C) La serie converge totalmente su X. D) A(c) = @-3 log(r). 


La serie converge se e solo se 


le2-3|>1, r>0. reX=]v4,+00[, 


in quanto equivalente, per quel che riguarda la convergenza, alla serie geometrica di ragione 
1-3. î 
Su X non si ha convergenza totale, in quanto, detto 


nlog(x 

În(£) = ei, 
si ha 

sup In(2)l = /n(v4) = nlog(v4) + +00, (n + +00). 
Infine, calcoliamo la somma della serie. Si osservi che 
nloga _ (£°-3)logr d 1 
(12 — a) 2x dr (12 — 3)” 

Su X vale il teorema dello scambio fra derivata e somma: 


x< d 1 d (+% 
Hei) tt) e 


n=l (2-3) di i 1 
2 
= 
= (È 23 I) —2r 
dx \x2_- 4 3 Sira 75 Da 
Pertanto, B è vera: (È 4 
2 
Aa) = E —8)loge 22 (22_3)logr 


2 297 lg 
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5.2.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 5.2.12 La serie di funzioni 


’ 


$ (2c +5)" 
no n 
A) converge puntualmente se e solo se -1< x < 1. 
B) converge puntualmente se e solo se -3 < 1 < —-2. 
C) non converge puntualmente per alcun x € R. 

D) converge puntualmente se e solo se —3 < x < -2.* 


Esercizio 5.2.13 La serie di funzioni 


5+2" 
LT 


fin + an’ 
converge assolutamente 
A) see solo se x € [-1,1]. B) se |r|>1.* 
C) se e solo se x €] — 1, 1[. D) se e solo ser # +1. 


Esercizio 5.2.14 La serie di funzioni 


exp(-nr) +n 


du gr 


n>l 
comverge puntualmente 
A) see solo sex > 0.* B) se e solo se x > 0. 
C) per ogni x € R. D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 5.2.15 La serie di funzioni 


nlog(n) +2" 
L + | 


n21 


A) converge puntualmente se e solo se 0 < £ < 1. 
B) diverge positivamente Wx > 1. 
C) è equivalente a ;® log(n) Ve >0. 
nl 
D) converge puntualmente Vr > 0.* 
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Esercizio 5.2.16 La serie di funzioni 
exp(2nx) + gar 


fa gg 


nl 


converge puntualmente se e solo se 


A)re [59] B) r €] 1,0[. Ore (3.9). 
D) re] E) x € [-1,0]* F) altrove. 


Esercizio 5.2.17 La serie di funzioni nella variabile r € R dipendente dal parametro 
ke R, 


> (2-5)? 
n>l n, 
converge assolutamente 
A) se e solo se x €]4,6|e k € R. B) ser € [4,6]ek<1. 
C) per ogni r € R sek> 1. D) ser € [4,6] ek>1.* 
E) see solo ser >0ek>1. F) se e solo se x € [4,6] ek>1. 


Esercizio 5.2.18 Posto 


fa=Z (140) a 


n=0 
si ha 
8+7: ; 
A fl ga ll<l. Bf Miele 
9+7: ) 
ofa= o#41. D) 10) = = r>-l. 


Esercizio 5.2.19 La serie di funzioni 


iena ia 
n=0 TI) » reR, 


A). converge se le < 2, B) converge se lel<1 


C) diverge se - 
Te-L D) non converge per alcun x. 
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Esercizio 5.2.20 Sia x € R. La serie di funzioni 


1 
U1+=- (4) 
+ arct; i 2 PS 
sf iù 3n 1 


n=2 nzlogn 


A) non converge puntualmente per x > 0. 
B) converge assolutamente per x 2: 

C) oscilla per x < 0. 

D) converge puntualmente perr<1.* 


Esercizio 5.2.21 La serie di funzioni 


+00 2 1) 
FP 
nz 


A) non converge mai. 
B) converge assolutamente se 0 < x < 2. 


pi 3 
C) converge assolutamente se 3<£< 3 
D) le altre risposte sono false. 


Esercizio 5.2.22 La serie di funzioni 


Zi cos (1) -1) (2-4), reR 


A) converge assolutamente se 3 < x < 5. 
B) non converge se x = 5. 

C) converge semplicemente per ogni x > 0. 
D) altro, 


Esercizio 5.2.23 La serie di funzioni (x € R), 


sa-2 Fe 


n21 


converge totalmente se e solo se 
A)re]- v2,v2/\{0}. 
O) ze [-v3, va\{0}. 


B) 2 €]- v2,v2l. 
D)re[-v2,v2.* 
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5.3 Serie di Fourier reali 


Esercizio 5.3.1 Si sviluppi in serie di Fourier 


2-2, 0<xr<4, 
S(2)= 
r-6, 4<r<8. 


prolungata periodicamente a R con periodo 8 e si verifichi se 


+00 1 4a 1. (34)7 
è _ ; BI fla)= > sin ——s. 
sad E, IA = Ln 
8 no) 1 sai S APRINRA 
C) LA La D)f non è sviluppabile in x = 0. 


La funzione assegnata è regolare a tratti e continua; pertanto è sviluppabile in serie di 


Fourier in R. Quindi la risposta D è falsa. B è falsa poiché f è pari, lo sviluppo di Fourier 
contiene solo i coefficienti del coseno, 


f(x) = È + Figas (fe) X 


k=l 


Determiniamo i coefficienti ax k>O0, 


k a=4 | 
ti PI (x — 6) cos 5) dr = m(2- x)sin (Fa) La | 
£-6_. ska \|8 1 
dn sin(—r +— ps 1/8 kr d: 
kr i _ a sin (Ta) | sin 7a i 
au 4 & kr feet 4 c=8 
Tono) 08 (7-2) Ma, Fap? 008 (Fa) “ca (1 cos(km)) 
ba a=d 


0 se kpari 


Il 


8 
Pa (+ (Mt) - 


ka Se kdispari. 
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Infine, 


168° 1 (2n 
t)=— = + 1)T 
12) n? x (204 1)? 8 (CEue,) , reR. 


A è vera poiché, in x = 0 si ha 


LE 


ST sn 4 1 


Esercizio 5.3.2 

f(x) =xcosz, x € [0,7], 
prolungata come funzione pari su |--m, 0] e, successivamente, per periodicità su tutto l’asse 
reale, (sia g quest’ultimo prolungamento), verifica 


A) lo sviluppo in serie di Fourier di g non converge a g(x) ser = (2k+1)m, k € Z. 


 1+4k? 
B) n° -S#00T pe 


k 
2 _ = 
slot > (4469? 


D) le risposte precedenti sono false. 


A è falsa poiché g è una funzione continua e regolare a tratti, quindi sviluppabile in serie 
di Fourier su tutto R.. Poiché g è pari, la serie di Fourier associata a g è 


f(x) = 2 + Sas cos(kr), 
k=l 


con 


1 _2 i sarde =-—— 
an=1 fM fla)de= 7 / 70 


n n Li ff dr = Li 
2(" f(x) cos(e)de = z[ 2008 (2)de= / (x +rcos(22)) n 


È 2/7 slk 
ax = =f f(x) cos(kr)dr = 2/ x cos(1) cos(k7)dr 


a T x[cos((k + 1)2)+ cos((k — 12)]dr 
mo 


J; | m(k+1) 


rsin((£+1)2) , sin((E-1)2) n" 
= res T(k-1) 
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sin((kK- 1)z)| cos((kK+1)x) | cos((kK — 1)x) asa 
mk 1) n(k+1) * n(k-1)? 
0 se k dispari 
si i TI E - 1]= 
+ n) La I se kpari. 


Pertanto, posto & = 2n, n > 1, si ha 


+00 
f()= i + 7 c0s(1) — - = «# fo 4 7 c0s(2n2). (52) 


Infine, sostituendo x = 7 in (5.2), si ha B vera: 


2 7 44% 4n2+1 i 4n2+1 
-=-2-1-2Y pae =4 RE 
"n 32 n&4-) 446 e 


Esercizio 5.3.3 Per i 
S(r)=4+42, € [0,7], 


prolungata pari su [-x, t], e periodica di periodo 2r su R, si ha 


A) altro. 
124 ; 
B) f(xr)=3+27+ = Y(-1)"n? cos(na). 
n=l 
16 te 
C) f(xr)=4+27+ = Yen — 1)? cos(2n — 1)z. 
n=l 


49 

D) f(x)=2+37+ = V@n+ 1)? sin(na). 
n=1 

J è sviluppabile in serie di Fourier su R in Poiché S 


: n uanto c 
tratta di una funzione pari, il suo sviluppo è d ontinua e regolare a tratti. 


è del tipo 


do +00 
f(a) = 5 La cos(kr), re R, 


con 


d0=È ["(4+ 4r)dr =? 2\|2=T 
n Jo 7 (40 +20 rn =8+47, 


c=m 


2 
au = =[ (4 + 42) cos(kr)dr = 8(1+ 2) 8; 
to _ / sin(k2)dr 

Tk Jo 


“E sin(kx) 
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n 0° se ho 
8 E RI se_k pari, 

= -—17 cos(kr = —[(-1)F- 

kr (kr) r=0 Wal 1) 1} 16 

Er. se k dispari. 

Quindi, posto & = 2n + 1, n € N, si ha € vera: 


16 & 33 cos(2n — 1)r 


S(x)=4+27 2 a_i 


5.3.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 5.3.4 Sia 
(2) = x -1, 0<x<1, 
0, 1<r<2, 


’ 


prolungata con periodo 2 sull’asse reale e se ne calcoli la serie di Fourier 
“ Chi +00 î 
f(x)= CHL DL (an cos(nm) + bn sin(nra)). 
n=l 


Si confronti infine i valori di f(x) e della serie di Fourier Î(x) e nei punti r = 0,1. 


Esercizio 5.3.5 Sia 
r-2, 0<r<£2, 
f(1) = 0, I<co<4; 


prolungata con periodo 4 sull’asse reale e se ne calcoli la serie di Fourier 


Ho) 84 È (nc (1) ei (19)) 


Si confronti infine il valore della serie di Fourier nei punti 1 = 0,2 con il valore di (7) 


Esercizio 5.3.6 Sia ; 
1@}=2-2 0S1<% 
ls ie di Fourier 
prolungata con periodo 2 sull’asse reale e se ne calcoli la serie di 


LES (an cos( (nr) ) + basin(mma)). 


= 0,1 con il valore di f(x). 
Si confronti infine il valore della serie di Fourier nei punti T 


a FETTE 
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izio 5.3.7 Sia 
Esercizio 5 f=n-4 0<x<6, 


prolungata con periodo 6 sull'asse reale e se ne calcoli la serie di Fourier 


i@a=L+ I cos(nmr/3) + bn sin(nrr/3)) . 


n=1l 


Si confronti infine la serie di Fourier nei punti x = 0, 2 con il valore di f(x). 


Esercizio 5.3.8 Sia 


cos(t), 0<x<7, 
sa= {5 T<KLT<K2T," 


prolungata con periodo 27 sull’asse reale e se ne calcoli la serie di Fourier 


Îa)= 7 + L (an cos(nx) +b, sin(na)). 


Si confrontino infine i valori della funzione e della serie di Fourier nei punti x = 7 


SIN 


’ 


Capitolo 6 
Funzioni di più variabili 


6.1 Calcolo differenziale 


Esercizio 6.1.1 Per le seguenti funzioni si determini il dominio e si calcolino le derivate 


parziali, il gradiente e la matrice Hessiana nei punti in cui la funzione risulta regolare. 


Aly) = 2400 B) f(z,) = 2*y- ycos(2ey). 
©) f(x,y) = ylog(x2 + 3) - y?r. D) f(z,y)=xcos(r+y)-y? sin(xy). 
E) /(2,y) = rev?-22v, DI = 6ry?log(r — y). 


A) f(2,y) = e22°+32v è C°(R?,R) in quanto composizione della funzione esponenziale 
con il polinomio 2x2 + 3ry. Le derivate parziali valgono 

of 
dy 


“a 
MU, y) = (Ar + 3y)e®"+3%0, (2, y) = 3re2#"+3%1, 


dr 
il gradiente di f vale 


6) ; 2 Br e22°+32y a 
Vi(2,y) = (Lev). da, ») = (te a] 


le derivate seconde sono 


r?+3x; 
PI (3,4) = (44162? + 2429 +992) 224501, 
dr?) 
FL (7,9) = PL (2,9) = (8 + 127° + 9ry)) e22°49%, 
drdy“ dydx 
of _ Qr2p222+32y 
(2,4) = 9r°e 
dy? 


€ la matrice hessiana di f vale 


F 2x2+3xy 
2)e22+320 (3+ 127° + 9ry)e 
(4 + 1622 + 24ry +9°)e ( o 
gi 
2x3432y gie PA 


Hs(x,y) “A Î 34 12x? + 9ry)e 
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2. 
aiuole 7) è CO(A,R), con A = {(2,y) € R? : 2 > 4}, poiché 
F) f(7,9) = pelare CA positivo. Le derivate parziali valgono di 


l'argomento del logaritmo 


i 2 Gy? dI = 12zylog(x — y) — 
I (2,9) = 69logle-y) +77 pj©9) ey log(x — y) 


pei 


6ry? 
DEU 


’ 


il gradiente di f vale 

È 6ry? 6272 
df df = di =) + >, 12eylog(x — y) - EL 
Vf(r,y) = (o, y), dl y))=(|6ylog(r-y) +77 7 y log(x — y) 5g 


le derivate seconde sono 
PI, ji sn _ 0-2), 
day ey (E-y? 


24 27° -2 
i (0) Lgiogto 2a MELLA) 


Pf s 
Dady I) = Gud ICE 

7 = ina 

2 9) = iarogle =) — PIET, 
e la matrice hessiana di f vale 

69°(2 — 2y) ee 6y(y? + 22° — 2ay) 
(cy)? \lostw-2) ta 1” (€ -y)? 
Hy(x,y) = 
6y(y° + 2x° — 2ry) 6xy(4x — 3y) 


log(y — x)! + log(x — y)l25 — 
g(c—y) EP 


(cy)? 


Esercizio 6.1.2 Per le seguenti funzioni si determini il dominio e si calcolino le derivate 
parziali, il gradiente e la matrice Hessiana nei punti in cui la funzione risulta regolare. 


Axe Y2) = 2° — dryz +24. B) f(2,y,2) = (xy) cos(yz). 
©) f(2,4,2) = yzlog(a? + 3y) — 2228. D) f(r,y,2) = 2rysin(x° — 24). 
E) f(x,4,2) = (x + 2)e2zu-v2+622. ye y,2)= azlog(r-y+?"). 


A) f(2,y,2)=x2- 3xyz + 2y?z è C°(R3 


of 
© Yyz2)=2r- 3y2z, 


. R). Le derivate parziali valgono 


df i 
dj (042) = 32 + 4yz, 0I (3,9,2) — -3ry +24 
il gradiente di F vale 


V a 
14,2) = (22- 3yz, —3e2 + dya, —3c2y + 2°) 3 
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le derivate seconde sono 


Pf 9 


= = è? 
ga (43) = 2, Ga (412) = 42, Siena) -0, 
Pf of 
Le »4 2) = dos Yz) = -3z, 
d° f o) 
drdz (142) — Z ry3) —3y, 


e la matrice hessiana di f vale 


Hs(z,y,2)=| -32 42° 4y-3r 
-3Y 4y-3r 0 


F) {(1,y,2) = rzlog(r-y+2? ) è C°(A, R), con A= {(x,y,2) € R : Y<r+2°}. Le 
derivate parziali valgono 


df ; de 2 


df 

dz (9102) = ziogle-y+2)+ ZE, gara 

df = ya) Lr 

D2 (0Y 3) = clog(e vralizzra 

il gradiente Vf(x,y,2) vale 

pe 
2 UA aprile ny+ a E) 
eat pa T=y+22 T-Yy+22 


le derivate seconde sono 
ef 22 Tz n z(r- 294 225) 
(049) = ogg Gy (ny 


z rz La 2(2°— y) 


T,Y,z i 7 (042) = Ei Ta* T=-Y+2) (r-y+ 29)? 
ii r-y 
a 2 ai 122 — 2y22 +22 +1? - xy 
rey z)= sd (x,y, 2) = —loglr-y+2)+ (@-y+ 29)? 


az 
impo) (a -y+29)? 


5°) Pf x 2x2? «E 
GV = Bag 49) = r-y+2 (c-y+2?) : a 
+ Ar 2x2(3r — 35 + 2°) 
a 6rz Wo 42 * 


gravi = Tyra @-y+ 3 
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e la matrice hessiana H;(7,y, 2) vale 


—log(e-y+2)4 


2-y) 
(1 -29+227) N) 
tar G-gFali |s-msriia, 
(r-y+22? 
s(22 - y) cz x(e-y-2) 
z(2 E CAMERE i Sia | 
Gta G=y+ 9} G-y+2} 
-—log(r-y+2°)+ 
( x(a-y-2?) _202(3cr — 3y+ 22) 
qa? — 2y22 +22 +22 — ay (-y+22)? (1-y+ 22)? 
(r-y+22)? 


Esercizio 6.1.3 Per le seguenti funzioni si determini il dominio e si calcolino le derivate 
parziali e la matrice jacobiana nei punti in cui la funzione risulta regolare. 


CA) {(7,y) = (30— 64°, 2xy,0— y). 

B) f(,y) = (rcos(r + y), e'+2°,3ry?). 

Oa, y2)=(r-y+22,2ry— cz). 

Dj S(x,y,2) = (sin(x — y) + 2223, r2cos(y — 2?)) 

E) f(x, 2) = (2r+y?,c2— y22,3xy#). 

F) f(r,4,2) = (2xy?e”-, xzlog(a? +y?),cr - 2+ Y). 


A) S(2,y) = (f1(7,9), f2(2,4), fa(7,y)) = (31-62, 2ry, 1—y) è CY(R?, RÎ). Le derivate 
parziali valgono 
Of 


Di dfa d 
dr) =3 Ba (09) = 2 0a (5,y) =1, 
If sE df: 
3 (1,9) = -12 = = —- =- 
gy (©) V  ag©v)=2, ay ©) 
e la matrice jacobiana vale 
Of dfi 


dr (04) ©) 


vpinti 3-12 
J;(c,y) = | Vfo,y) |=| df Of Lo . i 
Vfs(2,y) dr (€,y) dy (2,9) |= HI 5 
0 f. 8 
del) Fila) 
c N n 
a ine 2), fa(2,4,2)) = (e- V+22,2ry— ce) è C®(R3,R?). Le deriv® 


dn df, 
dr (£,4,2)= 1, ava = ha ,y,3) = 22, 
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e la matrice jacobiana vale 


x)={ VSi(z,y,z 
Mama = ( VilH3) 


Esercizio 6.1.4 Detta 
24 


S(1,y,2)= 2°sin(* 3 
r? 


l'equazione 
Tix + Sy + =fa = kf, 
è verificata per 
A)k= 25. B) k= 1/5. C)k=5. D) altro. 


S(x,y, 2) è CY su RÌ privato del piano r = 0. Le derivate parziali sono 


Ty 2 - dpi 
fs(£,y,2) = 5r*sin (e 7 ) — 2r°(y? + 2?) cos (e £ ) t 
z E 


2 2 


P 2 2 
Sy(1,y, 2) = 2r*ycos (È i ) s Ss(7.y,3)=22°2c08 (5) ’ 


e sostituite nell'espressione richiesta, danno 


2 Pi 
tf +ySy + zf2 = 52° sin (145) = 5f(1,4, 2). 


La risposta corretta è dunque C. 


Esercizio 6.1.5 La derivata direzionale della funzione 
I 


favà)= rar 


nel punto (x,y, z), lungo il versore 7 = [zz vale 


1 
Aol . 
) D+ 4 22° SERE, 
c) 2 D) 1° + y +22. 


PETS: 
YU + z 
S(7,y, 2) è C©(R3\{0}, R). Il gradiente di f vale 


y sino ll 
Tr 7A TA 3 vi) 
VJS(7,y, 2) (aan ra 14 29) 
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r+y +2? _ 1 
|V{(4 3) = Gxg+di ++? 


per il versore richiesto si ha 


172 


Pertanto, 


__ Vilemz _(_ 2 ; i sì 
T= IRZIONI 2)Il + y+ 22)1/2 (a2+y+ 22)/2° (£2+y+ 22) 


e, infine, 
n a +y2 + 2? 1 
2 (r,y,2) =< Vf(2,y,2);T> @i+yg+2P 4943 


df 
5A 


La risposta corretta è dunque B. 


Esercizio 6.1.6 Posto 


z(x,r)=rlog(r+r)-r, r(2,y)= Vr +9, 


f(2,y) = 2(x,7(2,9)), 
l’espressione (x +r)V?f(x,y), ove V?f = fax + fu» vale 
A) 0. B) 1. 0) 2. D) -2. 


2(7,9) è di classe C®° nel semipiano {(x,r) € R? : x +r > 0}, r(x,y) è di classe C® in 
R?\{(0,0)}. Pertanto la funzione composta f(x, y) risulta di classe C°° nell'insieme 


Î t+ve+y>0, 
(2,9) #0, 
cioè in {(r,y) € R? : y#0}. per la regola di derivazione della funzione composta, si da 
Ss(2,9) = 2e(2,7(2;4))+z(7, r(2,y))rz(2,y) 
= log(r+r(z,y)) + £ (i +) 
c+r Vi+y? °+y 
= log(r+r) + Cuba = = log(r+r), 
fes(&,g)= — ( = : 
1+ = 
3 T+r(2,y) Va + a) r(2,y) 
v(2,9) = 2(2,r(2, Y)rye,y)= —E__y vta 
band TIT) ro) sr) 
way Y 
T+r(2,y) Greg 
C+) Enea) 
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Si ha dunque 


vi.) = x 


r(e,y) r(e,y)(c+r(,y) 4 r(1,y) 


e, infine 
(r+r(2,y)V?f(c,y)=1. 
La risposta corretta è dunque B. 


ira ni (O vw 
Esercizio 6.1.7 Siano f(u,v,w) € C'(R3,R), e g9(x,y,2) = f(2ry— 2,122, cos(y)). 
Si calcolino: Vg(r,y,z) e Vg(1,2,1). In particolare, se S(u,v,w) = uv + w, si calcoli 
Vg(1,2,1). 


Applicando il teorema per il calcolo della matrice jacobiana della funzione composta, si 
ottiene 


dI = 248 (org 2,2? O orga 
dol® y,2) = 2U pa (EU DE 2, cos(y)) + 20277 (27 z,1°2,c0s(Y)), 


2845,4,2) = 22 (2ey — 2,222, cs(a))— sin(v) 3. (2ry — 2,2%, cost) 


dg 


DE y,z)= - 0 (ry — 2,1°z, cos(y)) + 220l (ary — 2,122, cos(y)), 


e quindi 


Vg(1,2,1) = (56. 1, cos(2)) + 20 8, 1,c0s(2)), 


è Of. i Of. Po 
204 3, 1, cos(2)) — sin) 9 8, 1, cos(2)), 2g, 1,cos(2)) + Bold 1,c0s()) 8 


Nel caso in cui f(u,v,w) = uv+w, si ha V/(u, v,w)= (o, 1), Vf(3, 1, cos(2)) = (1,3, 1) 
e, infine, Vg(1,2,1) = (10,1,2). 1 


A 2 p 
Esercizio 6.1.8 Siano A= {(x,y) ER? : 1° +99° < 9 e 


12+99° (2,y) € A 
1aw={3 (cy) £ A. 


A) fs è continua in (0,1) e fyloè in (3,0). 
B) altro. na 
©) {, e f, esistono finite in tutti i punti dell’ellisse 2° +94 = 9: 


D) f è differenziabile in (0,1) ed in (3,0). 
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Figura 6.1: Il grafico di f(£,y) dell’esercizio (6.1.8). 


f è di classe C®° nei punti interni ed esterni ad A ed è continua su R?. La frontiera di 
A, 9A, è costituita dai punti dell’ellisse 2? + 9y° = 9 ed è una curva di livello per f. 
Verifichiamo che C è falsa: ad esempio, le derivate parziali destre e sinistre di f sono 


distinte nei punti (r,y) € dA, r>0ey>0: 


df* _ f(@ethy)- f(2,9) _ 
dr (my) = Jim h 0 
of . f(c+h,y)- f(2,y) ._ (c+h)}?+99°-9 
3° (1,9) = Jim PETSU FAI ig PTT 
PI III LA CRE, 
Ut. _ tim ÎE+ 4) — f(2,9) 
dy fn dii SZ =0, 
df” . f(e+hy)-f(2,y) 22 + 9( 2-9 
ole 1) i ; y+h) 
dy sta si h dim h 


- Aim 18y+ 9h = 18y. 
Si osservi che, ragionando come sopra, è possibile verificare che f non è derivabile i al 
pre Ù o ga D è falsa poiché, esistono fx(0,1) = 0 e fy(3,0) = o, ma Di 
11) e fz(3,0). Pertanto, nei i i è derivabi sii 
differenziabile, Rto, nei punti (0, 1) e in (3,0), f non è derivabile e, tanto 
Infine A è vera poiché le derivate parziali di f 


PIENO o se (r,y) € A 

0, se (2,9)=(0,1),(0,-1)o(2,y) #74 
TAC) sz i se (c,y) € A 

0, se (7,y)=(3, 0), (-3,0) 0 (2,9) 44, 
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cgono continue nei rispettivi insierni di definizione 


Figura 6.2: Il grafico di f(x,y) dell'esercizio (6.1.9). 


1° -3y2, ser? -3y2<3, 
Esercizio 6.1.9 La funzione f(x,y) = 


x? ser? —3yY > 3, 

A) è differenziabile in (V3,0), (1,2) e in (3,1). 

B) è continua su R?, ma non è derivabile nei punti (x, y) che soddisfano x? — 3y? = 3. 
C) è derivabile, ma non differenziabile in (V3,0) e in (v6,-1). 

D) altro. 


/(x,y) è di classe C® sull’aperto A = R?\{r?--3y? = 3}. Pertanto ci limitiamo a studiare 
la regolarità di f(x,y) su R?\A. n 
Per comodità introduciamo le seguenti notazioni 


A+ = {(e,y) ER? : 2°- 34° > 3), 


A_= {(w,y) ER? : 2° - 34° <3}, 
Ao = {(x,y) e R? : 2° - 34° = 3). 


Ovviamente si ha A = ALUA_ € 40= R?\A. "= 
s ; x . PRI ti di Ai 1 
La risposta B è falsa, poiché f(x,y) non è continua su tutti i punti di Ao 
lim f(w,y) = 23 — 30 #70 = SC vo), = V(rosyo) E Ao, vo #0. 
(E) (rospo) (ee A- °° Me 
i tudi o la derivabilità 
J(1,y) è differenziabile su A e, in particolare in (1,2) e (3, 1). Studiamone 


in (v83,0) e in (v6,1). Si ha 
è 
f(v3 41,0) - S(/3:0) _ pa SETS: 3 _3v3, 


lim h0 
e h 
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_3h2 
 F(V3,h) = £(V39) _ im SE _o, 
dim h h>0+ h 
rm {BM L08:0) _ pim P lo. 
Pit h h-0- h 


Pertanto f(,y) è derivabile in (v3,0) e 
df > df =0d 
339) =2V3, & (v3,0) 


n L(VE+I DLE) _ im EEA _ ito È 
h h>0- 


im ARDA pg E na 
Part h h30+ h 
S(V6,-1+h)-f(v6,21) _ . 3 
Parto h Him h 
lim S(V6, 14h) — f(v6,—1) _ lim 2=-0. 
h30+ h h0+ h 


Quindi f(x,y) non è derivabile in (v6, 1). La risposta C è, pertanto, falsa. 


Verifichiamo, infine, la differenziabilità di f(x, y) in (V3,0). Per la definizione di differen- 
ziabilità si ha 


= -00, 


È _ pdf _ pdf 
S(V3+h,k)— f(v3,0) h3-(V3,0) LETALI 


lim 
II(A,k)I|>0,(V3+h,k)CA4 VR? + K? 
= lim (V3+h)? —3— 2hv3 = li h? 
neo VEEFA = aio vena = 
im — SME+RA) 13,0) 424/50) 42850) 
IIC1,K)I>0,(V3+h,k)CA_ TESE Oy "a 
Si (V3+h)? — 342° 3 2hV5 «°° h2 — 3k2 
vA)I30 TO = ali, TER- 0. 


À risposta corretta è quindi la A 
ternativamente, è ibi ; 
ep = poesibile verificare indirettamente la differenziabilità di f (19)! 
Inuità delle derivate parziali di f(x, y) in tale punto: 
lim df 
EMI g)e dr (09) = È =2 
“(VE0)(eg)7A dr Gatti ea 2a=2V3= 9349 hi 


cai Sa Y) df 
EMO) (e y)eA, dy 1»Y) = lim 0=0=(v3,0) 
(©) +(v3,0), “i tà 
I, da Y) sud r 
(24) +(V3,0)(2, ,Y)= n é Ò 
(med dy belga Mii tyena (v3,0). 


| 


| 


6.1. CALCOLO DIFFERENZIALE i 


6.1.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 6.1.10 Siano 
S(u,v) e CI), 
9(£,y) = f(2ry, 1? — P). 
A) Si calcoli Vg(r,y). 
B) Posto f(u,v) = uv — v, si calcoli Vf(u,v). 


C) Usando i risultati ottenuti ai punti A e B si determini Za, 1). 
1T 


Esercizio 6.1.11 La funzione, (a € R), 


la 
Lzlly (2,3) #(0,0) 
S@y)= | T*Y 
00°" (x,y) = (0,0), 
é differenziabile in (0,0): 
A)Va>0; B) Va € [1,2]; C)Va>2;* D) per nessun a € R. 


Esercizio 6.1.12 


2 = log(exp(r) + exp(y)). 
L'espressione , 
ua PP: (2 
da dg drdy 
vale 
A)4  B)-4 C)0* D) 1. 


Esercizio 6.1.13 Siano 
f(u,v,w) € C(R3,R), 9(1,4,2) = f(2ry— 3,222, cos(y)). 
San i i 1,2,1). 
Si calcolino Vg(x,y, 2) e Vg(1, 2, 1). Infine, posto f(u,v,w) = uv+w, si calcoli Vg( ) 


Esercizio 6.1.14 Siano 


fluo) € RR), g(1, yz) = f(x}y?, 222 - 22) 


= u? — uv, si calcoli Vg(1,2,3). 
Si calcolino Vg(x,y, 2) e V9(1,2, 1). Infine, posto f(u,v) = vil di «alcoli Vo(1,3,9) 
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6.2 Punti stazionari e punti estremanti liberi 


Esercizio 6.2.1 La funzione 
; 2 
S(2,y,2) = y—2r2+ 22 — y, 
A) ha esattamente due punti critici ed entrambi sono punti sella. 
B) ha esattamente due punti critici rispettivamente di massimo e di minimo relativo. 
C) non ha punti critici. 
D) ha esattamente due punti critici ed entrambi sono punti di massimo relativo, 


f è una funzione regolare su R*; pertanto gli eventuali punti estremanti locali vanno 
ricercati fra i punti critici di f, soluzioni di 


Vf(c,y, 2) = (2xy— 22,5? - 1,22— 2x)=(0,0,0). 
Poiché il gradiente si annulla in due punti 
(c,y,2) = (1,1,1), (-1,1,-1). 


la risposta C è falsa. Classifichiamo i punti critici di f usando la matrice hessiana associata 


af 
2y 2x -2 
H;(c,y,2)=| 2x 0 0 |. 


—2' +0 2 
In (2,9, 2) = (1,1,1) si ha 


22-2 
Hs(1,1,1)=| 2 0 0 |, 
-2 0 2 


i cui minori principali soddisfano = 2> Ù det Ar -4<U; det A3 = det H;(1,1,1)= 
—-8 S 0. Quindi (1,1, 1) è un punto sella e le risposte B&T sono entrambe false. 
Verifichiamo che A è vera classificando il 


secondo punto critico. In (-1,1,-1), si ha 


2 -2 2 
H;(-1,1,-1)={ -2 0 0 ; 
-2 0 2 


i cui minori principali soddisfa; 


no Aj=2 =_ 
detAs= det H;(-1,1, 1) 1 > 0, det A) 4<0e 


= -8<0, e quindi (-1,1,-1) è oriana) 


Esercizio 6.2.2 La funzione 
= 202 +2 4422 825 4yz -— 2yf, 


B) ha due punti sella. 
©) ha un punto di massimo locale 


D) non verifica le altre afferm azioni 
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f è di classe C® su R?, pertanto i punti sella e i 


ius A È È e punti estremanti di È ice. » 
nell'insieme dei suoi punti critici: ti di f vanno ricercati 


dr — 82 - 0 


Vf(1,4,=) =0 <> è 4y-898-4: = 0 


82-8r-4y = 0 
«= (24,2) = (0,0,0), »(L- L2).(- SLI) 


La matrice Hessiana di f 


40° -8 
Hx(x,y,z2)=| 0 4-249 -4 |, 


8 4 +8 


4 0 -8 
H;(0,0,0)=| 0 4 -4]|, 
-8 -4 +8 


ed è indefinita (i determinanti dei primi due-minori principali sono positivi, mentre il 
terzo è negativo). Quindi (0, 0,0) è un unto sel È 


md) 


in (0,0,0) vale 


2 2 4 $ cd 28 


il determinante del primo minore ga è positivo, mentre quello del 


VENIVA 


è indefinita ( 
NA] sono punti (ella > 


secondo minore principale è negativo). Quindi (#4 DESDE 


Quindi B è vera. 


Esercizio 6.2.3 La funzione 


1 (xy, 2) = 32° + 4° — 2042, 


A) non ha punti critici. 
esso è un punto sella. 


©) ha infiniti punti critici di tipo punto sella. 


D) soddisfa ad altro. 


B) ha un unico punto critico; 


J è una funzione regolare su R* Classifichiamo pertanto gli eventuali punti critici di f, 
ina funzioni È . € 
soluzioni di i : 
zioni di w/(2,y,2) = (6r- 2y2,2y — 202, —2xry) = (0,0,0). 
3 Y 
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Poiché il gradiente si annulla nei punti (0,0, 2), 2 € R, le risposte A e B sono evidente. 
mente false. 


Classifichiamo gli infiniti punti critici trovati usando la matrice hessiana associata a Î, 


6-22 -2y 
Hfay3)=|-%2 2 21 
“ —-2y -2x 0 
0,0, 2) si he 
In (0,0, 2) si ha è <de 6 
H;(0,0,2)=| 22 2 0 
0 0 0 


H;(0,0, 2) risulta indefinita per 3 — 2° < 0, poiché 
det(H;(x,y,2)-AD= MA —8A+12—429), 


dove I denota la matrice identità 3 x 3, e quindi per tali valori di z due autovalori di 
H;(0,0, 2) hanno segno discorde. Quindi (0,0, 2) è un punto sella, se 3 — 2? < 0. 
Pertanto i punti critici (0,0,z), z > v3, e (0,0, 2), 2 < —v3, sono di tipo sella. La 
risposta C è dunque vera. 


Esercizio 6.2.4 La funzione 
S(2,y,2)=x°+2xy— 2x2 - 22 + S 
A) ha due punti sella. 
B) non ha punti critici. 
C) ha un punto di minimo locale e un punto sella. 


D) ha due punti di massimo locale. 


J è una funzione regolare su R?, 


t'aritioi di pertanto i punti estremanti i vanno ricercati fra 
punti critici di f, soluzioni di ti locali van 


VS(%,4:2) = (22+2y— 22,2x - 392, -2r_ 42) = (0,0,0). 


Poiché il gradiente si annulla in due punti 


è % — 
H;(x,y,2)= | 2 -6y Ù 
-2 0 <G ° 
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In (7.4. =) = (0,0,0) si ha 


di 'D p 
Hx(0,0,0)=| 2 0 0 |, 
-20 -4 


5 3 fn pupe: 
i cui minori principali soddisfano A, S2 > 0, dlet A) - w < 0, det Az = det H;(0,0,0) = 


16>0. Quindi (0; 0,9) è un punto sella è la risposta D è falsa” 
In P= (><? 57). Si ha 
22 -2 
Hr(P)=| 2 #8 0 |, 
-2 0 -4 


i cui minori principali soddisfano A, -&> > 0) det A, Gud det Az = det H, (P) = 
‘6<0è quindi è i -5) è un puntf sella Pertanto A è vera. 
CS 27 9 27 i 
2 
Esercizio 6.2.5 La funzione 
2 


2 
Saya)=22+y9+22-y2+ 5, 


A) ha infiniti punti critici di minimo locale disposti su una retta. 
B) ha infiniti punti critici di massimo locale disposti su una retta. 
C) ha tutti j punti critici di tipo sella e disposti su una retta. 


D) ha un unico punto critico di minimo locale e infiniti punti critici di tipo sella. 


S è una funzione regolare su R*, pertanto i punti estremanti locali vanno ricercati fra i 
punti critici di f, soluzioni di 


Vf(2,4,2) =(2r+2,2y-z,r-y+2)=(0,0,0). 
Il gradiente Vf(x,y,) si annulla esclusivamente lungo la retta 
y=-2,2=-22, reR. 


Nei punti critici si ha E 
S(r,-2,-2r)=0, Vr e R. 


Infine osserviamo che 


soma (1) + (1-0 nen 


© quindi i punti critici sulla retta sono tutti punti di minimo. La risposta A è dunque 
corretta, 
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della matrice hessiana associata a f, 


201 
H;(x,y,z)=|0 2 1] 
‘ iui 


In questo caso, lo studio 


che risulta semidefinita positiva con due autovalori positivi e uno nullo permette solo di 
escludere che i punti critici siano di massimo locale. 


Esercizio 6.2.6 La funzione 
f(x,y, 2) = 30°y 9? — 2ay2? 
A) ha infiniti punti critici di tipo sella e un unico punto critico di massimo relativo. 


B) ha infiniti punti critici di tipo sella e infiniti punti critici di massimo relativo. 


ha infiniti punti critici di tipo sella e nessun punto critico di massimo relativo. 
D) soddisfa ad altro. 


f è una funzione regolare su R3, pertanto i punti estremanti locali vanno ricercati fra i 
punti critici di f, soluzioni di 


Vf(x,y, 2) = (2y(3X- 2°),3r° — 2y — 222, —4xy2) = (0,0,0). 


Il gradiente di f si annulla lungo la retta 


e lungo la curva 


La matrice hessiana associata a f vale 


H;(c,y,2) = | 6r-222 -2 
—4yz 4x2 -4xy 


Lungo la retta di punti critici (0,0, 2), 2 € R la matrice hessiana vale 


0-22 0 
H;(0,0,2) = | -222 -2 0). 
0 0 0 


H;(0,0,2) risulta indefinita siti 
30, per 2 € R i i Ri 
un autovalore negativo. Infatti, si ha tibie RO 


det(H5(0,0,2) — \1) — MA? — 2A — 424). 


‘Tutti i punti critici i i i È 
pi critici in cui la matrice hessiana di J risulta indefinita sono punti sella. 
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Lungo la curva di punti critici ($22,0,2) z € Rla matrice hessiana vale 


0° 22 0 
H;(È2,0,2) =|:22°. 9g Sp 
3 8 3 ’ 
0 NEL 0 


ed è indefinita per 2 € R\{0} in quanto possiede un autovalore positivo e uno negativo. 
Infatti ei 
2 
det(H;(322,0, 2) — AM) = AMA? + 2A — 100/924). 


‘lutti i punti critici in cui la matrice hessiana di f risulta indefinita sono punti sella. 
Infine si ha 


0 00 
—> Hx;(0,0,0=|0 -2 0 |, 
000 


e in tale punto critico la matrice hessiana è semidefinita negativa (un autovalore negativo 
e due autovalori nulli). ‘Tale punto critico è dunque 0 una sella o un punto di massimo 
relativo. Poiché f(0,0,0) =0 e 


f(e,e2,0)=2e*>0, Vee R, 


concludiamo che (0,0,0) non può essere un punto di massimo locale e quindi è un punto 
sella. 
Pertanto C è vera. 


Esercizio 6.2.7 La funzione 
S(2,4, 2) = 2° + Bua — 2? 


A) ha esclusivamente punti sella sulla retta di equazioni a = y = 0. 


B) ha infiniti punti sella sulla retta di equazioni x = 2 = 
©) ha un punto di minimo in (0,0, 0). 
D) soddisfa ad altro. 


J è una funzione regolare su R*, pertanto i punti estremanti locali vanno ricercati fra i 
punti critici di f, soluzioni di 


Wf(2,y, 3) = (204 34, Br — 242, -292) = (0,0,0). 


Il gradiente di f si annulla esclusivamente lungo la retta 


r=0, y=0, zeR, 


“ Quindi la risposta B è evidentemente falsa. 
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La matrice hessiana associata a f vale 


2 3 0 
2 
H;(x,y,2)=| 3 -22° -—4yz |. 
‘ 0 -—dyz -2y? 


Lungo la retta di punti critici (0,0, 2), la matrice hessiana vale 
2 3 0 
H;(0,0,2)=| 3 -222 0 |, 
o 0 0 
ed è indefinita per 2 € R. Infatti 
det(Hy(0,0,2) — MI) = MA? + (22? — 2)) — 42° — 9), 
e dunque H;(0,0,z) possiede un autovalore positivo e un autovalore negativo per ogni . 
2 € R. Tutti i punti critici sono dunque punti sella. 
Pertanto A è vera. 
Esercizio 6.2.8 La funzione 
F(2,4, 2) = 3x°y — 6422? + 9ryz 
A) non ha punti critici di tipo sella nel piano y = 0. 
B) ha almeno un punto critico di minimo locale nel piano z = 0. 


C) ha infiniti punti critici di tipo sella nel piano x = 0. 
D) soddisfa ad altro. 


f è una funzione regolare su R3 
punti critici di f, soluzioni di 


Vf(2,y,2)= 
Il gradiente di f(x,y, 


» pertanto i punti estremanti locali vanno ricercati fra! 


(8y(22 + 32), 3x2 — 12422 4 912, —12y2z + 9ry) = (0,0,0). 
2) si annulla lungo le rette di equazioni cartesiane 


t=0, y=0, 2€ER, 


t=-3z, y=0, 2eR, 


x=0, 2=0, y€eR. 
La matrice hessiana associata a f vale 


—24y2z + 9x 


6y 6 +92 
Hs(z,y,2)= Î 62+92 197 sf 
9 —24yz + 9r —12y? 
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Lungo la retta di punti critici (0.0, 


- = € Rla matrice hessiana vale 
do 9: Q 
=| 9: *.qi. 
0 (Ù 


det(H5(0,0,2) - A) = -A(1°+12A- 812°), 


H;(0,0, 


ed è indefinita per 2 < R\{0}. Infatti 


e dunque H;(0,0. =) ha un autovalore positivo e un autovalore negativo se 7 0. Tutti i 


punti critici in cui la matrice hessiana è indefinita sono dunque punti sella. La risposta 
A è dunque falsa. 


Lungo la retta di punti critici (-32,0, 2), = € R, la matrice hessiana vale 


0 -92 0 
Hsy(-32,0,2)=| -92 -1222 -272 |, 
0° -27z 0 


ed è indefinita per 2 € R\{0}. Infatti 
det(Hy(-32,0,2) — A) = -A(A°+ 1222) — 8102°), 


e dungue Hy(--3z,0, 2) ha un autovalore positivo e un autovalore negativo se 2 # 0. Tutti 
i punti critici in cui la matrice hessiana è indefinita sono dunque punti sella. 
Lungo la retta di punti critici (0,y, 0), y € R la matrice hessiana vale 


6y 0 9 
Hy(0,y,9) 00 0 |, 
5 9 0 127° 
ed è indefinita per y > -9/8, y / 0. Infatti 
det(H/(0,9,0) — A) —A (A°4 (124? — 6y)A — 9°(844 9), 


€ dunque !1;(0,y,0) ha un autovalore positivo e un autovalore negativo se y > —9/8, 
Y/ 0. Vutti i punti critici in cui la matrice hessiana è indefinita sono dunque punti sella. 
He y < -9/8, 11;(0,y,0) è semidefinita negativa e tali punti critici sono o punti sella o 
punti di massimo relativo. 

Jafine in (0,0,0) la matrice hessinna di f è la matrice nulla. Poiché f(0,0,0) > 0, 
verifichiamo se S cnmbia segno in un intorno di (0,0,0). Si ha 


1(0,6,0) 62<0< f(1,0) 34, ve R. 


%a i SI ù , 

Pertanto il punto critico (0,0,0) è una sella, ini ail a 
'oiché nessuno dei punti critici nel piano £ 0 è un punto di minimo locale, la risposta 
Bè ulnn, 


Un risposta C è vera, 


ia 
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Esercizio 6.2.9 La funzione 


f(xyy, =) = 31°y2 — 62° — 9y?2?, 


A nel piano x = 0 ha infiniti punti critici di massimo locale. 
B) nel piano r = 0 ha almeno un punto critico di minimo locale. 
C) nel piano r = 0 ha esclusivamente punti critici di tipo sella. 


D) soddisfa ad altro. 


f è una funzione regolare su R?, pertanto i punti estremanti locali vanno ricercati fra i 
punti critici di f, soluzioni di 


VJ(1,y, 2) = (6r(y2 — 2), 32(x? — 62), 3u(x° — 612)) = (0,0,0). 
Il gradiente di f(7,y, 2) si annulla lungo le rette di equazioni cartesiane 
r=0, y=0, 2€ER, 


x=0, 2=0, yeR, 
e lungo le varietà 


x=+v7, v=i, ze R\{0}. 


La matrice hessiana associata a f vale 


6y2 — 12 6rz 6ry 
H;(x,y,2) = 6r2 —182? —36y2 + 3x2 
6ry = —3642+322 —18y? 


Lungo la retta di punti critici (0,0, 2), z € Rla matrice hessiana 


-12 0 0 
Hy(0,0,2) = 0 -1822 0 
0 0 0 


è semidefinita negativa. 
massimo locale. 


Lungo la retta di punti critici (0, 0), y € R la matrice hessi 
trice iana 


12 0 
"000 - ( 0 0 7 
0 18 ” 


Tutti questi punti critici sono dunque o punti sella o punti di 


è semidefinita negativa poiché 


dei 
et(Hx(0,y,0) — XI) — AA? + 12A(1 + Y°) + 637°). 
Tutti questi punti critici sono di 
4 ‘nque o punti sell: ii A 
Pertanto nel piano r = i cet Punti di'ma rale 
0 non vi sono punti critici di minimo localita cer Bè fas 
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Per completare la classificazione dei punti critici nel piano x — 0, osserviamo che f(0,a,0) = 
f(0,0,a) — 0, per ogni a € R e che 


S(r,y, 2) = —3r2(2— yz) -— 92? 


ha segno negativo se y2 < 2 e dunque in un opportuno intorno di ciascun punto critico 
contenuto nel piano x = 0. I punti critici del tipo (0,y,0) e (0,0,2) sono dunque tutti 
punti critici di massimo locale e la risposta A è vera. 


Esercizio 6.2.10 La funzione 
S(c,y,2) = r°y- 2xy° + 62°r, 
A) ha infiniti punti critici di tipo sella e nessun punto critico di minimo locale sulla varietà 
y=322. 
B) ha infiniti punti critici di tipo sella ed un punto critico di minimo locale sulla varietà 
y=32. 
©) non ha infiniti punti critici di tipo sella sulla varietà y? = 322. 
D) soddisfa ad altro. 


f è una funzione regolare su R?, pertanto i punti estremanti locali vanno ricercati fra i 
punti critici di f, soluzioni di 


Vf(c,y,z) = (2xy — 24° + 622,x(x — 4y), 12r2) = (0,0,0). 
Il gradiente di f(x,y, 2) si annulla lungo le rette di equazioni cartesiane 


r=0, y=+v3:, :€eR 


contenute nella varietà y? = 322. 


La matrice hessiana associata a f vale 


Hy(x,y,2) =" | 2r-dy dr 0 


2y 2r—4y 12z 
122 0 12r 


Nei punti critici (0,+v32, 2), = € R\{0} la matrice hessiana 


+2V3: F4V3: 12: 
Hy(0,+V32,2) = | FAV8: -182? 0 |, 
122 D) D) 


è indefinita. Infatti det(/75(0, 432,2) - AI) > AA? F2V3:A— 19222). Talì punti sono 
dunque tutti punti di tipo sella. î 
Infine anche il punto critico (0,0,0) è un punto sella perché f(0,0, 0) = De f(6,0, €) — 63 


cambia di segno. ; î 
Pertanto sulla varietà y? 32? non vi sono punti critici di minimo locale e tutti i punti 


eritici sono punti sella. La risposta A è vera. 
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Esercizio 6.2.11 
fa(1,4,2) = COST — ay —2°+2, (14,2) € RÌ, 


ammette almeno un punto di massimo relativo, 
A) Va € R. B) soltanto per a > 0. 


C) soltanto per a > 0. D) soltanto per a < 0. 


fs è una funzione regolare su R3, e, pertanto, i punti di massimo relativo di fo vanno 
ricercati fra i suoi punti critici. 

V fa(1,y.2) = (— sine, -20y,-22+1) = (0,0,0) Pai 

(2,y,2) = (£7,0,3). keZ o (2,y,2)= (40,015) a=0, KEZ 


La matrice hessiana associata a fa, 


- cost 0 0 


Ho(£,Y,2) = 0 -2a 0 |, 
0 0 -2 


per a > 0 è definita negativa in (6,0, 5): k pari, in quanto i suoi tre autovalori sono 
negativi. 

Pertanto, se a > 0, fa ammette infiniti punti di massimo relativo. Per a < 0, Ha è 
indefinita per ogni &, poiché ha due autovalori di segno opposto (-2 < 0 < —2a) e, 
quindi, tutti i punti critici sono punti sella. 

Infine, se a = 0, Ha è semidefinita positiva in mg , n € Z. Per verificare se un tal 


punto sia di massimo locale o punto sella, occorre studiare direttamente il comportamento 
di fo in un suo intorno opportuno. Si osservi che 


So(x,, 2) “= F(z, z) = cost — 2° +% 


è una funzione in due variabili e che, in un opportuno intorno circolare aperto I C R? di 
(0,0), 


7 1 1 
F (2nn 4 53 +6) F (217,3) = cose) -1-$? <0, v(e,9) € I 


a si n” e la 1 
C è vera in quanto, per definizione di punto di massimo locale, i punti del tipo (208 5) 


sono di massimo relativo per F e, quindi, anche i punti 


1 i + le 
2n = imo loca 
per fo, Yn € Z. ( nera a) ono diga: 


Esercizio 6.2.12 


to. 2 
S(2xy) = ly? — 25] — tog(e? 4 y) + logy, 
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Figura 6.3: La funzione f(x,y 


. ) dell’esercizio (6.2.12) ha un punto di massimo locale e un 
punto sella. 


A) ha punti sella in (0,2) e in (0,1). B) ha un punto di minimo locale. 


C) non ha punti di estremo relativo. D) ha un punto di massimo locale. 


/(x,y) è definita sull’aperto 
A={(x,y) € R? : y> 0}, 


ed è di classe C°° su tutti i punti di A distinti dalla retta y = 2. I punti estremanti e i 
punti sella di f vanno ricercati sulla retta y = 2, in cui non esiste Sy e nell'insieme dei 
punti critici di f. A tale scopo, si osservi che 


E =0 « r=0, 
r+y 


S2(£,9) =— 


e che, per ogni y>0 fissato, f.(r,y)> 0, ser<0,e f.(7,y)<0, ser > 0. Quindi la 
restrizione di f a ciascuna retta y = cost., ha un punto di massimo relativo in x s 0. 

Se esistono, i punti critici di f si trovano necessariamente lungo l’asse delle ordinate e 
sono di massimo locale o punti sella. La restrizione di f all’asse delle ordinate, 


5(0,) = ly? — 2yl, 


ha un punto di minimo locale in y = 2 e un punto di massimo locale in y = 1. Il punto 
(0,2) è quindi un punto sella. 


Infine, in un opportuno intorno di (0, 1), si ha ly? —2y|<1e 


x? 
log(y) — log(x° + y) = — log (i + 2) <0. 


Quindi, (0, 1) è di massimo locale poiché, sul medesimo intorno, 


16,9) = ly? — 201 — log(e° +9) +log(y) <1= S00,1). 
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F false. 
Dose le nei ad rr 0, f è derivabile rispetto a £ e la restrizione di Falla 
nine, nel punti i 


retta y= 2, f(&,2) = l0g(2) — log(x? +2), 


punto di decrescenza in ogni x > 0. Pertanto S non 


r<0e 
ha punto di crescenza in ogni nei punti del tipo (x, 2), r 7 0. Quindi D è ver 


può avere punti di minimo o massimo 


Figura 6.4: La funzione f(x,y) dell’esercizio (6.2.13) ha un punto di minimo locale e un 
punto sella. 


Esercizio 6.2.13 


S(x,y) = |ex — 2°|+3log(x +y?) — 3loge, 
nel dominio naturale ha 
A) un punto di minimo locale ed un punto di sella. 
B) né punti di minimo né di massimo relativo. 
€) un unico punto critico, che è di massimo locale. 


D) un punto critico di sella. 


f(x, y) è definita sull’aperto 


A={(y)€R? : 2>0), 


su tutti i punti di A distinti dalla retta x = e. I punti siti i 
ricercati nel Sottoinsieme di A, 


ed è di classe C® 
punti sella vanno 


B={(x,y)cA: t= e} 
In cul non esiste fx, e nell’insieme dei punti critici di f. Si osservi che 


Se, y)= dy 
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e che, per ogni x > 0 fissato, f,(x,y) > 0 se Y>0, mentre 
la restrizione di f a ciascuna retta Y = cost., h 
Quindi, se esistono, i punti di minimo locale di 
delle ascisse. La restrizione di f all'asse delle as 


Sy(£,y) < 0 se y<0. Pertanto, 
a un punto di minimo relativo in y = 0. 


J si trovano necessariamente lungo l’asse 
cisse: 


S(x,0) = |ex — 22], 


ha un punto di minimo locale in x = e e un punto di massimo locale in x = È. Il punwo 
2 

e FAIRREZA ; 

(5.0) è quindi un punto sella, mentre il punto 


opportuno intorno di tale punto si ha 


S(e + 7,9) 


(e, 0) è di minimo locale poiché, in un 


Il 


le? +ey-(e+7)?| + 2log(e ++?) — 2log(e +7) 


2 
2+ey|+log(1+-—)>0. 
I° + e] + log +) 


Quindi A è vera, mentre B,C e D sono false. 


Esercizio 6.2.14 Il massimo della funzione 


f(2,y) = cy, 


sull’insieme 1 
x={(my)eR} sa] ser), 


in funzione del parametro a > 0, 
A) non esiste poiché |f(x,y)| + +00, per (x,y) € X e [I(z,y)||] + +00. 


1 
B Ati 
) vale Da 


€) non esiste in quanto X non è compatto. 
D 1 
) vale —, 
4a 
X è chiuso, ma non limitato, quindi non è applicabile il teorema di Vatponai Tuttav ia 
la compattezza è una condizione sufficiente, ma non necessaria per l’esistenza del massimo 


© del minimo e la risposta C è falsa. Poiché 


kel 


P Pei IRA 
leg] £ iaia T+a? 


lim 
Il@m)ll++0 


S è limitata su X e A è falsa. # DE : di H 
Verifichiamo se l’estremo superiore di f è un massimo. Nei punti interni di X, V.f(z,y) si 


annulla solo se (x,y) = (0,0), che è punto sella (si calcoli la matrice iena 
Punto). Pertanto Ji se ha massimo, lo raggiunge su 2X frontiera di X. Per 
X, si ha i È i sù 
rc RE); T È 
began 
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Poiché F_(x) = —F+(2), è sufficiente studiare F+ su R. Quest'ultima funzione è limitata 


su Re ha derivata 


dica 
d ee cm) =+ 
‘ = di a. 
pra) (a +2?) 
a = a è punto di massimo assoluto per F,suRe,x=-a è punto di massimo assoluto 
i= 


per F_ su R. Infine, F,.(a) = F_(-a), e B è vera: 


1 
max f(7) = max f = Fi(a)= Da 


6.2.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 6.2.15 


f(c,y)=xy+ log(16x? +42 + 1) 


A) ha esclusivamente punti critici sella. 

B) ha un punto di minimo locale e due punti sella. 
C) ha un unico punto critico ed è di minimo locale. 
D) soddisfa ad altro. 


* 


Esercizio 6.2.16 La funzione 


1 1 

A Au 

S(2,y)=2°+y Fot 

A) ha due punti di massimo relativo e due punti di minimo relativo. 

B) ha quattro punti di minimo relativo che non sono punti di minimo assoluto. 
©) ha punti stazionari che non sono estremanti. 

D) non ha punti di massimo relativo.* 


Esercizio 6.2.17 La funzione 


S(ry) = 28-77 +2ry+ 2y° + 122, 


A) ha due punti estremanti. 
B) è limitata su R2. 
C) ha due punti stazi 


onari di cui uno 
D estremani 
) non ha punti staz; ei te. 


ionari, 
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Esercizio 6.2.18 
S(2,y) = le? +2r|- 92 + ryv3, 


A) ha un punto sella e un punto di minimo locale. 
B) ha un'unico punto di massimo locale. 


C) ha un punto di minimo locale e un punto di massimo locale. 
D) soddisfa ad altro.* 


Esercizio 6.2.19 La funzione 
S(x,y;2)=r° +39 -y+3r2-r 


A) ha esattamente due punti critici ed entrambi sono punti sella. 

B) ha esattamente tre punti critici e tutti di tipo punto sella. 

C) ha esattamente tre punti critici e uno di essi è punto di massimo locale. 
D) ha un punto critico di minimo locale.* 


Esercizio 6.2.20 La funzione 


f(x,y,2)=2y-22r+2°-—y 


A) ha almeno un punto critico di massimo relativo. 
B) ha almeno due punti critici di tipo punto sella.* 
C) non ha punti critici di tipo punto sella. 

D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.21 La funzione 


f(x,y, 2) = ty — 242 + x22-x 


A) non ha punti critici sella. i 

B) ha due punti critici di massimo relativo. . 
€) ha almeno un punto critico di minimo relativo. 
D) ha due punti critici sella.* 


Esercizio 6.2.22 La funzione 


f(a,y, 3) = 2 +292 = 90 - 3E 


i sella.* 
A) ha esattamente due punti critici; entrambi ra punti sella. 
B) ha un unico punto critico; esso è un punto se È 
©) ha almeno un punto critico che non è punto setta. 
D) soddisfa ad altro. 
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Esercizio 6.2.23 La funzione 


Sa,y2) = 22y- 2-32? 


cale sul piano x = 1. 


unto di minimo lo 
A) ha un p tipo punto sella. 


B) ha un unico punto critico di a 
C) non ha punti critici di minimo locale. 


D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.24 La funzione 


f(x, yz) = 40° + 84° + 82° — 12xyz, 


A) non ha punti critici di minimo relativo. 

B) ha un unico punto critico e tale punto è di minimo relativo. 
C) ha almeno tre punti critici di tipo sella.* 

D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.25 La funzione 
f(c,y,2) = 22° +y° — 24 — 3xy— 2y2+ 42x+ 2? 


A) ha tre punti critici sella. 

B) ha due punti critici di massimo locale. 
C) ha un punto critico di minimo locale.* 
D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.26 La funzione 


S(2,y,2)= 22 4392424 — 3xy — dy2 


A) ha tre punti critici sella. 
B) ha due punti critici di minimo locale.* 


©) non ha punti critici di mi 
tici di i 
D) soddisfa ad altro. SOA 


Esercizio 6.2.27 La funzione 


Sy, 2) = 229? 62 _ yz 
A) non ha punti critici di 
unico punto crit, 


ico e tale punto è 
punto di s 0 è punto sella. 
D) soddisfa ad altr, © di massimo locale sul piano 0483 


massimo relativo,* 


0. 
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Esercizio 6.2.28 La funzione 
S(,9,2)=£y+2zx- yz 32 


A) non ha punti critici. 
B) ha un unico punto critico; esso è un punto sella. 


C) ha esattamente due punti critici ed entrambi sono di tipo punto sella.* 
D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.29 La funzione 


f(c,y, 2) = 2x? — 6r22 + 12yr + 4zy 
ha 


A) esattamente un punto critico e questo è di sella. 

B) esattamente due punti critici ed entrambi sono punti sella.* 
C) esattamente due punti critici ed uno solo è un punto sella. 
D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.30 La funzione 
f(&yy, 2) = 22°y + 4992 + 322 — 8xy 


ha 


A) esattamente tre punti critici, che sono tutti punti sella.* 
B) esattamente due punti critici ed entrambi sono punti sella. 
C) esattamente tre punti critici ed uno solo è un punto sella. 
D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.31 La funzione 
, 2 

f(2,9,2) = sy + 2422 + 222 — 2 
ha 
A) esattamente un punto critico e questo CÌ di sella. = 
B) esattamente due punti critici ed entrambi ‘sono punti = 
C) esattamente due punti critici ed uno solo è un punto sei 
D) soddisfa ad altro. 
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Esercizio 6.2.32 La funzione 


f(x,9:2) = xy +22 +20 — 24 


A) ha due punti critici sella.* 

B) soddisfa altro. LA 
C) ha due punti critici ed uno di essi è un minimo. 
D) non ha punti critici sella. 


Esercizio 6.2.33 La funzione 


f(,y,2)=2°Y+ 422 — Tayz 


A) ha infiniti punti di minimo locale sulla superficie 2 — 2/7xy=0. 

B) ha infiniti punti sella sulla superficie z — 2/7xy=0.* 

C) ha un unico punto critico di minimo locale sulla superficie z — 2/Txy = 0. 
D) ha un unico punto sella sulla superficie 2 — 2/7xy = 0. 


Esercizio 6.2.34 La funzione 
S (yy, 2) = cz? — 6r°y? — 22? 


A) ha almeno un punto critico di tipo sella sulla varietà 12xy= A, sez>0.* 

B) possiede punti critici esclusivamente lungo le rette x = 2=0ey=2=0 e almeno 
uno fra essi non è di tipo sella. 

C) possiede punti critici esclusivamente lungo le rettex = z=0ey=z=0 e sono tutti 
di tipo sella. 

D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.35 La funzione 


S (2,9, 2) = 2°? — 5xyz + 622? 


A) nel piano r = 0 ha esclusivamente punti critici di tipo sella.* 


Di Si piano x =0 ha almeno un punto critico di minimo locale. 
) n piano x=0 ha almeno un punto critico di massi. 
2 dee Pena iassimo locale. 
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Esercizio 6.2.36 La funzione 
S(1,4, 2) = 2r2y + 4x2? — 2ry?z 


nel piano x = 0 ha 


A) esclusivamente punti critici di tipo sella.* 
B) soddisfa ad altro. 


C) infiniti punti critici di tipo sella ed almeno un punto critico di massimo locale. 
D) infiniti punti critici di tipo sella ed almeno un punto critico di minimo locale. 


Esercizio 6.2.37 La funzione 

S(2,y, 2) = cy2? — 6r°y? + 2? 
A) nel piano x = 0 ha esclusivamente punti critici di tipo sella.* 
B) ha un punto critico di minimo locale in (x,y, 2) = (0,0,0) . 


C) ha infiniti punti critici di tipo sella sulla varietà 2° = 12xy. 
D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.38 La funzione 


f(2,y,2) = 3ry2z+ 20°y — dr? 


A) ha infiniti punti sella sulla retta di equazioni c=/0;2= 8/34: 
B) ha infiniti punti sella sulla retta di equazioni x = 0, = 3/4y. 
C) ha almeno un punto di minimo sulla retta di equazioni x = 2 = 


D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 6.2.39 La funzione 
f(x,y,2) = a +9 -2%- Ssin(2) 


ha almeno un punto critico di minimo locale 
A) soltanto per a > 0.* B) soltanto per a > 0. 


C) soltanto per a < 0. D) soltanto per a < 0. 
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6.3 Varietà in forma implicita 

3, 3 
Esercizio 6.3.1 Siano S(7,% 2) = 12 + 6ry — 2°, 

P= {(r,y,2) ER? : 3x2 + 6092 — 23 -1= 0), 
e Q= (1,—1,2). Detto v un versore normale a I in Q, si calcolino V f(Q) e la darti 
min of 
direzionale FriC2, 
La funzione f(x,y, 2) è di classe C*°(R3, R) e il suo gradiente vale Vf(z,y,2) = (2r4 
6y,6r, 32°). Nel punto Q = (1, —1,2), si ha, dunque, 
Vf(1,-1,2) = (-4,6,-12). 


Detta g(x,y, 2) = 322 + 6ry? — 23 — 1, si osservi che I è una varietà di classe C®, in 
quanto g(x,y, 2) è una funzione C°°(R5, R). I è una varietà bidimensionale in quanto 


Vg(x,y,2) = (6r+6y?,12c9,-32°)=(0,0,0) «> (7,y,2)= (0,0,0) 2. 


I vettori normali a I in Q sono generati da Vg(Q). Si ha dunque che un vettore normale 
aT in Q è Vg(Q) = (0,—12,—12) e un versore normale a P in Q è 


sa VO et 
ZIONI 34) 


Infine, la derivata direzionale richiesta vale 


21 (9) =<V/(0),v>= 343, 


dove denotiamo il prodotto scalare fra i vettori v = (01, 02,03) e w = (Ww1, Wa; ws), CON 
3 
<u,w>= Y vw; 


i=l 


Esercizio 6.3.2 Nel punto (7,0, 7/2), lo spazio tangente alla varietà 


T= {(x,y,2) € R? : ysin(r +2) —rcos(y)+7= 0}, 
è generato da 
4) (21,1,0). B) {(0,0,1),(-1,-1,0)}. ©)(-1,-1,0). D){(0.0,1:( Lal 


Detta =wé 
Fe) È fa +2) i cos(y) +, si osservi che I è una varietà regolar 
A »°%), © bidimensionale in un intorno di Q, perché V/(Q) # (0 0,0). In 


e poiché 
fatti. 8 


VJS(24,2) = (ycos(e + 2) — cos(y), sin(x + 2) + e sin(y), y costr + 2)) 
e, quindi, 


VS(1,0,7/2) = (-1,-1,0). 
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199 
Lo spazio tangente a I in Q è generato 


dai vettori i — 
dai vettori A che soddisfano soddisfa |” ia 


uazion hi, ha, h3) normali a V.f(Q), cioè 


O=<È VI(Q) >= hi -hy. 
Il piano di equazione —hR1 — ha = 0 è 


3 Benerato, ad esempio, dai vel 
La risposta corretta è dunque D. Ù pio, dai ve 


ttori (-1,1,0)e (0,0, 1). 


Esercizio 6.3.3 Lo spazio tangente 


se] alla varietà 
MO P={(wa) ER": 242428 -1-0,25:-2-0), 
nel punto (1,1, 1) è generato dal vettore 

A) (1,1). B) (11,1). ©)(1,0,1) D)(0,1,1). 


Dette S(2,4, 2)=x°-xy+z2-1le 9(£,y, 2) = 2x2 — 2, si osservi che l'è una varietà di 
classe C®, in quanto f, g € C°(R,R). Inoltre I è una varietà unidimensionale in quanto 
i vettori 

VIS(x,y,z) = (22-y,-2,22), Vyg(x,y,2)= (22,0,22), 


sono linearmente indipendenti in ogni punto (2,42) € T. La condizione di lineare 
indipendenza si può verificare osservando che il prodotto vettoriale 


i j k 
Vf(c,y,z) AVg(z,4,2)=|2xr-y -x 22|=0 
2 0: 2a 


se e solo se 
2 =0, 


r(2r-y)-22=0, «> r=2=0, 


x2=0 


e che i punti del tipo (0,y,0) £ T. TOCRI = 
Lo alri Ai in Q è generato dal vettore Vf(Q) A Vg(Q). Si ha V/(Q) 


(1, —1,2), Vg(Q) = (2,0, 2) e, infine, un vettore tangente a l in Q è 


AE ME 
2|=-25+2)+2k. 
AVg(Q)=|1 1 2 
VI(Q) AVI “R 


è i ttore (1,—1,-1) e 
E’ evidente che il vettore trovato, (-2:2,2) è proporzionale al ve ( 


Pertanto, la risposta corretta è A. 
Alternativamente, si osservi che hl = (hi, ha, A 
Se è ortogonale contemporaneamente & via 


2h = 0, 
<h,Vf(Q)>=0, pre > h=-h= ha 
ia 


hg) è un vettore tangente a l' in Q, se e solo 
) a Vg(Q), cioè soddisfa il sistema 


< + 2h3=0, 
< È, Vg(Q) >=0, 2hi 3 


Scegliendo hy = | si ottiene la risposta A 
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Esercizio 6.3.4 Nel punto (—1,1,2), lo spazio tangente alla varietà 

T= {(x,y,2) € RÌ : ycos(z2 +29) = 1, 2r°y— 2°r = 6}, 
è generato dal vettore 
A) (1,0,2). B) (1,2,1). C) (-1,0,1). D) (0,1,2). 


Siano f(x, y, 2) = ycos(rz + 2y) — 1, 9(x,y, 2) = 2x°y — 2°r — 6, allora i vettori normali 
a I nel suo punto (2, y, 2) sono generati da 


Vf(r,y,2) = (24 sin(22 + 2y), —2y? sin(72 + 2y) + cos(xz + 2y), —ry sin(r2 + 2) L 


Vg(x,y, 2) = (Ary — 2°, 2x2, 222). 


T è una varietà unidimensionale regolare in un intorno del punto Q, poiché f e g sono 


funzioni regolari e i vettori Vf(Q) = (0,1,0) e Vg(Q) = (--8,2,4) sono linearmente 
indipendenti. 


h= (hi, h2, h3) è un vettore tangente a T in Q, se e solo se è ortogonale contemporanea- 
mente a Vf(Q) e a Vg(Q), cioè soddisfa il sistema 


<kh,Vf(Q)>=0, [ ha =0, 
nd 


< h,Vg(Q) >=0, —8h1 +2ho + 4hg = 


ima 


Il sistema è soddisfatto se e solo se 


ha=0, h3 = 2h. 


Scegliendo h, = 1 si ottiene la risposta A. 


Esercizio 6.3.5 I! piano tangente alla varietà 


P= {(2,y,2) ER? : ay2-r2 +39 +5=0}, 
v5-1 
2 


nel punto ( sul I), ha equazione 


A) diversa da quelle proposte. 

B) 2V5r— (174 V5)y + (7+ vB): -29- VE =0. 

c) (V5— 6) +(7-2V5)y+(11-v5):+2v5-23=0, 
D) (2v5r+(12— v5)y+ (6+2v5)2 + 17V5- 1-0. 

La varietà 


T:= {(2,y,2) € R? : 


eyz — 2° +34 245-0) 
è regolare perché la funzione 


9(2,Y,2,) =auz-r? +39 445, 
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è di classe C®. T è bidimensionale perché 
Vog(x,y, 2) = (yz —2r, cz + 9y?, xy — 423) - (0,0,0) 


se e solo se (7,y, 2) = (0,0,0) £ 1. 
L'equazione del piano tangente a l nel punto (o, Yo, 20) € T, è 


l dg 


d 
(e - 10) 5 (corto zo) + (y- Vo), (£o. 10 20) + (2 — 20) (0, Yo, 20) =0. 


dg 
dz 
Si ha 

dg 99 2 
-(7,y,2)=yz— 22, = (£,y,2)=x2+9y?, dI =vg4g Ad 
ppt az+a Ley =peda, 


dr 


e, infine, l’equazione del piano cercato vale 


vee" - ; 


2 


e la risposta corretta è B. 


Esercizio 6.3.6 Assegnata la varietà di equazioni 
P: {(x,y,2) € R? : 22+y9°+22=3, 2°+y°=2} 


un vettore tangente nel punto (1,1,1) è (a # 0) 
A) (a,-a,0).. B)(a,a,a). (C)(0,a,a). D)(a,a,-a) 
T è la varietà unidimensionale formate dalle due circonferenze ottenute dall’intersezione 


della sfera di centro l’origine e raggio V3 di equazione 


f(x,y,2) = +9°+22-3=0, 


e del cilindro circolare retto di raggio V2 di equazione 
g(x,9,2)=2+3-2=0. 


Lo spazio normale a I nel punto (2,Y; 2)elè generato dai vettori 


Wf(2,y,2) = (20,24,22),  Vo(e,y,2) = (20,24,0). 
a (2,2,2) e îî = (2,2,0). I vettori tangenti 


In (1,1,1), essi ispetti ni 
es rispettivamente Ni Rai 
10 end ala dip li a a fi) e îî, e soddisfano il sistema 


= (1, 2,3) a D in (1,1,1) sono ortogonal 


0=<f,,7>= 201 + 203 + 203, 
0=<fi,7>= 201 +202, 


© sono dunque del tipo (a, —a, 0), @ #0. La risposta corretta è dunque A. 
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Esercizio 6.3.7 Indicata con (&1, €2,€3) la base canonica di R°, un vettore tangente alla 
varietà E a A , 

Di {(x,y,2) e R? : 2=4+2 +y°, 2=8-2°-y?} 


nel punto (v6, 6, -4) vale 
A) Gi.  Bla+@-&.  C)v6+@+% D+ VG, — 28. 
r= {(r,y,2:) ER? : 4+422+y2-— 22 = 0,£2+y°+z-8 = 0} è una varietà 
unidimensionale in quanto la matrice jacobiana 
2x 2y -22 
send (E ® 3 


ha rango 2 in tutti i punti (x,y, 2) € T. I due vettori riga di Jr(x,y, 2) sono i generatori 
dello spazio normale a T in (x,y, 2). 
Nel punto richiesto, tali vettori normali valgono 


fi = V6G, + V6&» — 4, fin = 2/6, + 2/67, + è3. 


Il vettore 7 = vi + 022 + v33 appartiene allo spazio tangente a I in (v6, ve, —4) se è 
normale a ri, e a fig: 


Si ottiene dunque il sistema 
0=v6v + v6v, — 403; 0=v3, 
ind 


0=2v6v +2V603 + V3; O=0 +02. 


La risposta corretta è dunque A e si ottiene ponendo v = —vy = 1. 


Esercizio 6.3.8 La derivata direzionale della funzione 


g(r,y,2)=r+y+2, 
nel punto (—-2, 1,6), lungo il versore 7 tangente alla varietà di equazioni 


T: {(r,y,2)€R?: 2a? +39 +22 = 47, 2429 = 2}, 
e tale che < 7,é, >< 0, 


A) vale zero. B) è negativa. C) è positiva. D) non esiste. 


g(x,y, 2) è C® in R3, pertanto la derivata direzionale richiesta vale 

dg 

3r(-21,6) =< Vg(-2,1,6),7>. cai 
Si ha 


Vg(2,,2) = (1,1, 1), V(x,y, 2) € R3. (62) 
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La varietà I è l'intersezione fra l’ellissoide di equazione 


Sw y,2) = 222 4a 4 _ 47-0, 
e il paraboloide di equazione 


S(1,y,2) = 422 _._ 0 


Lo spazio normale a Fin (x, Yz) è generato dai vettori Vf, 
V/fa(1,9,2) = (2r,24,—1). Nel punto (—2,1,6) tali vettori valgono, rispettivamente, 
fi = (-8,6,12) e î = (-8, 6, —1). Lo spazio tangente a [ nel punto (-2, 1,6) è costituito 
dai vettori 7 = (v1, 02, v3) ortoggfali a fi, e în. Tali vettori soddisfano il sistema 


(24,2) = (4r, 67,22) e 


[ 0=< dî >= —81 + 602 + 1205, 


0=< dî >= —8w1 + 60, — Ù3; 


e sono del tipo # = (3a, 4a, 0), a € R. Il versore tangente richiesto è dunque 


34 
== .3 
A ( BI 5°) ” Lia 
Si ha infine, sostituendo (6.2) e (6.3) in (6.1) 


df al 
332 1,9) +5 


La risposta corretta è dine 


Esercizio 6.3.9 La derivata direzionale della funzione 


y+rva+y? 
f(&y) = ARR 


nel punto (1,0), lungo il versore tangente 7 tangente alla varietà di equazione cos(x,y) = 
30), 
T+2y e tale che < T,€,><0, vale 


A) 1/v5. B) 2/v5. ©) 3/v5. D) altro. 
y 
Il gradiente della funzione f(x,y) = x + VET vale 


€2 


_ di w& ) 
vien= (aaa (7 (22 +y2)? 


e indi % 
quindi v/(1,0)=a + 


Per la varietà unidimensionale di equazione 


g(x,y) = cos(ry) — -2y=0; 
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il vettore normale nel punto (1,0) è Vg(1,0). Si ha 

Vg(x,y) = (-ysin(ey) — 1) & + (esin(ry) — 2) @&, 
e, quindi _ L; 

Vg(1,0) = —éi — 262. 
Lo spazio tangente alla varietà nel punto (1,0) è dato dai vettori 7 = viÈ1 + vd) che 
soddisfano _ 
0=< Vg(1,0),d>= —v — 202. 

$ -_ 26 

Il versore richiesto è dunque 7 = —__ 


Infine la derivata direzionale di f(x,y) lungo il versore 7 nel punto (1,0) vale 


af Se 
9709) =< V/(1,0)7>= 7 


La risposta corretta è dunque la A. 


Esercizio 6.3.10 I punti critici della funzione 2 = 2(x,y) definita implicitamente dall'e- 
quazione 


f(x,y, 2) = 52° +5y° + 522 — 2ry — 2xez — 2yz— 72=0, 


sono 
A) di massimo relativo. B) punti sella. 
C) di massimo e di minimo relativi, rispettivamente. D) altro. 


I punti critici di 2 sono le soluzioni di V2(,y) = (0,0). Poiché z è definita in modo 
implicito dall’equazione f(x,y,2) =0, (per il teorema di Dini) si ha 


2:(2,9) = -LMU(04) _ _100-2y-22(2,y) 


I:(7,42(2,4)) —  102(e,y) "22-20 i 
(64 
2(&,y) = Lv: 2(0 4) _ _10y-2r-22(2,9) _ 
y , =, 
S(2,Y,2(,y)) 10z(7,y) — 22 -2y 
Le soluzioni del sistema di equazioni (6.4) che soddisfano f(2,4,2(7,y)) = 
10r-2y-2z(2,y) = 0 T-y = 0 
10y-2r-22(2,y) = 0 > | 4£- 2(x,y) = 0 
Sy, 2(x,y)) = 0 Ta -72 = 0 


sono i punti critici di 2, (24,44) =(1 1) 


So(t+, yer 24) = #36, e © (©-.4.) = (-1,-1). Poiché e(4,g4) = #4 


Faz(£,Y, 2) 10 


ava = 2 Vanzen? 


Sm(%9,2) = 10, 


ì 
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per gli elementi della matrice hessiana di 2 in (r+,y+) si ha 


Zre(T4+,Y+) = > (£) (Ta, ya, za) = li Lett p, ,, 5%) 
= ere) = + 

Zzy(r4, ya) = -3 (£) (Ta ya, 24) = -Ltzs e) = tx 

sucetà) = -2 (8) cune Le) 3 


Infine, la matrice hessiana di 2 in tali punti, 


5 1 
Zzx(T+,Y4) Zay(t+, Y+) FT + 
H:(z+,y+) = = i cei 
Zay(t4,Y+) 2yy(t4; Ve) ni e 
Di 18 i 18 


è, rispettivamente, definita negativa in (x,,, Y+), poiché 223(74,4+) <0edet H.(r,, Y)> 
0, e definita positiva in (r_,y-), in quanto Zzz(2+,4+) > 0edet H;(7+,y+) > 0. Pertanto, 
€ è vera poiché, dalla classificazione della matrice Hessiana nei punti critici, si conclude 
che (7,,y+) è un punto di massimo locale, mentre (x_,y-) è un punto di minimo locale. 


Esercizio 6.3.11 La soluzione del problema 


(sin x + arctan Lar — (y-log ye? +y?)dy=0, 


(6.5) 
y(7)=0, 
ha in, 
A) un punto di crescenza. B) altro. 
©) un punto di massimo relativo. D) un punto di minimo relativo. 


(6.5) è equivalente al problema di Cauchy, 


de © log (Ve+»à) -y Sv (6.6) 


ym) = 0 
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la cui soluzione y(x) ha un punto critico in x = 7: 


si + arctan(0) 
dx) _ I Lt 6 


Per determinare la natura del punto critico, non serve risolvere (6.6), ma è sufficiente cal. 
colare ÎU 7) utilizzando il teorema della funzione implicita, previa verifica dell’esattezza 
della ibra differenziale in (6.5), 

f(x, y)dr + 9(2,y)dy, (6.8) 


in un intorno della condizione iniziale (7,0). 


L'equazione differenziale in (6.6) è definita su un aperto di R? contenente l’insieme 
semplicemente connesso 


A={(r,y) ER? : 2>1, y<yo}, 
con yo > 0 e piccolo, cui appartiene la condizione iniziale (7,0). La forma differenziale 
(6.8) è chiusa su A, poiché 
dg 
ay ©) Sana” dr 09): 


e, quindi, esatta su A, poiché A è semplicemente connesso. 
Esiste, pertanto, un potenziale V : A + R, associato a (6.8), 


Vi(2,9) =. f(2,y) = sin(x) + arctan (2) i 
MEI) = 9,9) =log(S2+%) -y, 


che soddisfa V(7,0) = 0. Pertanto l’equazione V(2,y) = 0, per il teorema di Dini, dà 
la soluzione in forma implicita di (6.5) su un opportuno intorno della condizione iniziale. 
Infine, y(z), soluzione di (6.6), soddisfa 


du ,)_ My) 


de Ve, y(2))' 
e, in particolare, 
dy d (V, V, 
ga) = (7) m,0)= — 2 A (6.9) 
dr? de \V, (7,0) V, (7,0) Da) >0, 


dove abbiamo utilizzato V:(7,0)=0e 


Via(17,0) = Sa(7,0) = (cost) as ) lg gd 


+ y2 
Quindi, da (6.7) e (6.9), concludiamo che è un punto critico di minimo locale e che D 
è vera. 
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Esercizio 6.3.12 I punti critici di 2 — 2(r,y) definita implicitamente dall’equazione 
S(x,y,2) = 3224 3y? +32° — 2ry — 2r2- 2yz-2=0. 


A) sono sul piano x = y. B) sono tre. 


C) non esistono. D) soddisfano altro. 


La funzione 2 = z(7,y) è definita nei punti in cui 
S2(£,4,2)=62-2r-2y#0, 
e su tale insieme, per il teorema di Dini, ha gradiente di componenti 
z:(2,9) = _Sa(2,4,2(2,y)) __Sr-2y-22(2,y) 
fa(1,Y, 2(2,9) 62(2,y9) - 2r—2y° 


2(c,y) = Luz) _ _6y-22-22(2,y) 
A Ss(2,y,2(2,y) — 62(x,y) - 20 -2y 
I punti critici di z sono le soluzioni del sistema 


6r-2y-2z(z,y) = 0, 
Î Vz(2,9)=0, 
- 6y-2r-2z(x,y) = 0, 
S(x,y, 2(2,y)) =0, 
f(2,4,2(2,y)) = 0, (6.10) 


f(2;2;22) = D 


La risposta A è vera poiché i punti critici di 2 soddisfano l’equazione y = x. Le risposte B 
e C sono invece false, in quanto è facile verificare che (6.10) ha esattamente due soluzioni 
date da 


(cy) = (22,22), 
i 


Ii 
(2,4 2(7,)) = (+5:43.41) ; 


Esercizio 6.3.13 La superficie di equazioni parametriche 


x = 2u+30v, 
y = 2u-3v, (6.11) 
z = 


è una superficie cartesiana di equazione z = f(x,y). Relativamente alla funzione f, 
l'origine w = (0,0), 


A) è un punto sella. B) è un punto estremante. 


O) vi (w) non esiste. D) altro. 
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Figura 6.5: La funzione f(x,y) dell’esercizio (6.3.13) ha un punto sella in (0,0). 


Invertendo la relazione fra le variabili (u, v).e le variabili (x,y) in (6.11), si ha 


_T+y TY 
usa ver: 
e, infine, 
ny È 
fay)= 77 (yer. 
C è falsa poiché f è derivabile in w: 
Vf(w)= (3, -L) ® 
1) = (5,4) (0,0) = (0,0). 
w è un punto critico sella, poiché la matrice hessiana in A 
Ra 
H;(0, 0) == 12 1 È 
Dl 
12 


è indefinita. Pertanto A è vera, B e D false. 


Esercizio 6.3.14 I punti critici delle funzioni 2 = z(£, y) definite implicitamente da 


1 
= 2 
S(,y,2) = 3108(7° +42 + 22) +32+6=0, 

sono 
A) esclusivamente punti sella. 
almeno uno di massimo relativo e almeno uno di minimo relativo. 
C) esclusivamente punti di minimo locale. 
D) altro. 
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Figura 6.6: La funzione g(2) dell'esercizio (6.3.14) ha tre zeri. 


Il punto (x,y) è critico per 2(x,y) se e solo si ha Vz(2,y) = 0 che, per il teorema del 
Dini, è equivalente al sistema 


Dny, 2(2,y)) =0, 


z=0, 
Sy (0) =0, il 

ti ia 
2 (2,9,2(2,0)) #0, sari 


Pi &y)=0 log |z(x,y)| +3z(7,y) +6=0. 
x,y,z(c,y))=0, 


Introdotta la funzione ausiliaria 
9(z) = log|z:| +32 + 6, 


determiniamo le soluzioni dell’equazione g(z) = 0. Si ha 


n = li = -00, lim g(z) = +00, 
lim 9(2) = limg(2)=-00, lim 9(2) 

e 1 1 

dg 

= (2)=-+3. 
dl ) z 
1 (a A 

Il punto critico 2 = i è di massimo relativo per g(2) © 9 (3) = ee 


Dall'analisi precedente si conclude che l’equazione 9() = 0 ha esattamente tre soluzioni 
Zi, = 1,2,3 che verificano 


1 
a<qea<i<a 
dg dI) <0 
P(a)>0 pd 
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Ne consegue che esistono tre funzioni, z;(2,y), = 1,23; definite su un opportuno intorno 
di (x,y) = (0,0) e tali che 2;(0,0) = zi e f(1,% zi(2,y)) = 0, î = 1,2,3. Classifichiamo 


infine il punto critico (cy) = (0 0) di 2;(x,y). Si ha 


Pi 
dz 24 (0,0, z) 1 LA dz; 0.0 
72 (0:09) = — dI “aj 
via 370 zi) 
dz 
0,0)=0, 
et) 
e, infine, la matrice hessiana 
1 
u.(009=| #0t8 i | 13128 


“ 2(3 +z) 
è definita positiva se i = 2 (punto di minimo relativo), e definita negativa se i = 1,3 
(punto di massimo relativo). Pertanto la risposta corretta è B. 


6.3.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 6.3.15 Lo spazio tangente alla varietà 
{(x,y, 2) ER? : 3x2 +3y° — 228 = 0,2yz—27=0} 
nel punto (3,3,3) è generato da 
A) {(1,1,0)}. B) {(1,-1,0)}.* C) {(1,1,1),(1,1,-1)}. 


D) {(-1,1,1). E) altro. F){(1,1,0), (0,0, -1)}. 


Esercizio 6.3.16 Lo spazio tangente alla varietà 

{x,y 2) ER? : 9° — yr+2°- 1=0,442-4=0}, 
nel punto (1,1,1) è generato dal vettore 
A) (1,-1,-1). B) (1,-1,1).* C) (1,0,1). D) (0,1,1). 

Esercizio 6.3.17 Lo spazio tangente alla varietà 
{(2,y,2) ER : 25 +32%y- 4y2° = 0, 2-55 
nel punto (1,1,1) è generato da 
A) {(10,-1,—8),(6,11,—8)}. 


n — 22? + 423 + 2g? = 0} 


B) {(6,11,-8)} ©) {(10,-1,-8)}. 


DI {000,12}, 24,8,20)) E) {(24,8,29)}* —F) altro 
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Esercizio 6.3.18 Lo spazio tangente alla varietà 


z radi 
{(7,y,2) ER? : 325722, 208y — ay _ 23 _ o 
nel punto (1,1,1) è generato da 


A) {(0,15,1), (14,—1,0)}.* B) {(15,0, 1), (1,-14,0)}. 


C) {(0,1,15),(1,—14,0)}. D) {(14, 15,1), (14, -15,0)}. 


E) {(14,1,-15), (1,-1,0)}. F) altro. 


Esercizio 6.3.19 Lo spazio tangente alla varietà 
{(x, 4,2) ER : 3r%y— 424 2x2 1=0, 3222 = 3} 
nel punto (1,1,1) è generato da 


A) (1,1,-3). B) (4,-4,3). C) (2,-2,3).* D) altro. 


Esercizio 6.3.20 Lo spazio tangente alla varietà 
{(x,y, 2) ER : 2°y—2°2=0,r+y+2°=3} 
nel punto (1,1,—1) è generato dal vettore 


A) {(3,1,2),(1,1,-2)}. B) (2,-4,-1).* ©) {(10,-1,—8)}. 


D) {(3,1,-2),(1,1,2)}. E) (2,-4,1). ci ia 


Esercizio 6.3.21 Lo spazio tangente alla varietà 
; 9,84 - Arg +at=0 
{(r,y,2) e RI : fi Seey — 28x + 21° 2y — 64° = 0, 6r°y — 322y° — dry + a } 


in @ = (1,1, 1) è generato dal vettore D) (34,23, 14). 
A) (14,23, 34). B) (23,34, 14).* C) altro. 5 


Esercizio 6.3.22 Lo spazio tangente alla varietà 2y4+2=0} 
3 3 22y+2= 
{(,y, 2) e RI : 22 — 6xyz+ dee 
TY È 
inQ=(_ è generato dal vettore 2,10, -19).* 
Pea ( a (-8,13,9) C) altro. D) (2,10,-19) 
14,-2). ali 
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Esercizio 6.3.23 Lo spazio tangente alla varietà 
C= {(x,y,2) ERÎ : 2y° +22(2° — 24°) +322=2, 3227 +0 _ 4oyz_ 0}, 


nel punto (1,1,1) è generato dal vettore 
A) (-2,1,3). B) (-1,3,5).* C) (3,5,-1). D) altro. 


Esercizio 6.3.24 Lo spazio tangente alla varietà 
{(2,y,2) ER? : 2°y — 2xy2? + 3452? —- 2= 0, 3xyz — 6224 + 222y+1= 0} 


in Q = (1,1,1) è generato dal vettore 
A) (0,8,2). B) (7,1,-9). C) altro. D) (5,—1,4).* 


Esercizio 6.3.25 Lo spazio tangente alla varietà 
T= {(2,y,2) € RÎ : 328 — 62279 +32 = 0, 3x%yz — 6422 + 922x — 6r°y= 0}, 
nel punto Q = (1,1,1) è generato da 
A) {(0,3,-1), (3,—5,5)}. B) {(-5,2,6)}.* C) {(0,3,—1), (4, —5,5)}. 


D) {(0,3,—1)}. E) altro. F) {(--10,3,9)}. 


Esercizio 6.3.26 Lo spazio tangente alla varietà 


P= {(7,y,2) € R8 . x sin(ry2z) — ycos(mrz)=0, ey -y8 +3r2-6= 0} 


nel punto Q = (2,0, 1) è generato da 
A) {(-2,1,3)}. B) {(0,1,0)} 


D) {(0,3,-1)}. E) altro. 


’ 


C) {(4,0, =D} 


F) {(1,0,1)}. 


Sercizio 6.3.27 Nel punto (1/2,7,7), lo Spazio tangente alla varietà 


P:= {(2,y,2) e R3 
è generato dal vettore 


A) (2,-1,0). B) (1,2,2).* 


i ysin(c + z)- 2x cos(y) =0, 4r-y-2=0}, 


©) (4,-1,-1). D) altro. 
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Esercizio 6.3.28 Nel punto (1,1,1), lo Spazio tangente 


alla varietà 
IRA ul ci osbe)- 2 - 2) sin(wy) 0, #24 4 2ryz— 325 0}, 
è generato dal vettore 

A) (1,1,1).* B) (-2,-2,1). ©) (1,3,-4). Di aa 


Esercizio 6.3.29 Lo spazio tangente alla varietà 


P= {(r,y,2) e R' : ycos(m(y— x)) — zsin(m(2—2))-0, cos(rxz) 4 sin(mry)z — 0}, 
nel punto (1,1/2,1) è generato da 


A) {(0,1,3)}. B) {(3,-1,0)}. ©) {(1,0,3)}. 
D) {(1,3,0)}.* E) altro. F) {(0,3,-1)}. 
G) {(0,-1,3)}. H) {(--1,0,3)}. I) {(3,0,1)}. 


Esercizio 6.3.30 Nel punto (-1, 1,2), lo spazio tangente alla varietà 
{(1,y, 2) e R* : ycos(ez +29) =1, 2r°y— 22r = 6}, 


è generato dal vettore 


A) (1,0,2).* B) (1,2,1). C) (-1,0,1). D) (0,1,2). 


Esercizio 6.3.31 Nel punto (m,7,7/2), lo spazio tangente alla varietà 
{(x,y,2) ER? : ysin(r + 2) — 22cos(y)=0, r+y—4z=0} 


è generato dal vettore 


A) (2,1,2). B) (2,2,1).* C) (1,1,2). D) altro. 


; it 
Esercizio 6.3.32 L ‘equazione del piano tangente alla varietà 
{(x,y, 2) ER? : x32— 2ry +2? — 3Y°z+3= 0} 
CY 2 i 
nel punto (1,1,1) vale 
r-8y-32z=0. 
A)r+y42z-3=0. B) r- 8Y 


C)r_- 844+7=0.* D) altro. 
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Esercizio 6.3.33 L'equazione del piano tangente alla varietà 


è — 
{(r,y,2) ER : ay? — 2ry2 + 22° — ny? = 0} 


nel punto (1,1,1) vale 
A)r+y-22=0.* B)2rx-y-2=0. 


C) 2y-r-2=0. D) altro. 


Esercizio 6.3.34 Il piano tangente alla varietà 
{(x,y,2) e R? : 20%y? — Sxyz + 425 — xy?23 = 0} 
nel punto (1, 1,1) ha equazione 


A) 2r+7+3y-122=0.* B) 24y+7+3z—12rx=0. 


C) 22+7+3r— 12y=0. D) altro. 


| 
I 
Esercizio 6.3.35 Il piano tangente alla varietà | 
| 
| 


{(©,y;2) ER? : sy 3x2? + 2r2y — 32' = 0} 


nel punto (1,2, 1) ha equazione 


A) 6r+3-3y+62=0. B) -7r+3+3y-—22=0.* 


C) -6r +3+5y—62=0. D) altro. 


Esercizio 6.3.36 L’equazione del piano tangente alla varietà 


3. 
{(2,y,2) e R3 . 2 -2xy4+24+2=0} 
nel punto (1,2,1) vale | 


A)r+2y-32-2=0. B) 2r+5y-22-10=0 


C) 2r+2y-52-1=0.* D) altro. 
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Esercizio 6.3.37 Il piano tangente alla varietà 
{(7:y,2) ERI: 3ry? 4 ar: or 8} 
inQ = (1,2, 1) ha equazione 


A) 7r+6y+2z- 18. B) 3y/+22-r=3. 


C) r 464 +32 = 10.* D) altro. 


Esercizio 6.3.38 L’equazione del piano tangente alla varietà 

{(2,y, 2) € RÎ : 22323 — 3ry22 + 2r°y?22 + 3ry= 0} 
nel punto (1,1,-1) vale 
A)r-2y-42-3=0.* B)r-2y-3z-2=0. 


C)x-2y-72-6=0. D) altro. 


Esercizio 6.3.39 Siano 
S(x,y,z) = 5x' — 3y2° + 2r°y?, 
T= {(x,y,2) € R' : 2°y— 6yz+322+2=0} 
e Q= (1,1,1). Detto v un versore normale a T in Q, si calcolino V f(Q) e la derivata 


direzii T-(Q). 
irezionale do (Q) 


Esercizio 6.3.40 Siano 
f(&,y,2) = 2232 — 3ryz2 + 2x°y?22 + 3ay, 
bs {(x,y, 2) e R° : ryz—3x° +39 — 2= 0} 
€Q = (1,1,0). Detto v un versore normale a I° in Q, si calcolino Vf(Q) e la derivata 


direzionale dI (Q). 
dv 


Esercizio 6.3.41 Siano 2 2 
F(2xy,2) = 32° — GgP2+322°, 


r= {(r,y,2) e RÈ : ay — 6yz+322+2= 0}, 


€ Q=(1,1,1). Detto v un versore normale a I in Q, si calcolino V f(Q) e la derivata 


cate of 
dir —£ (0). 
‘ezionale dv (0) 
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Esercizio 6.3.42 Siano ita ade 12 2ry + 23, 


P= {(x,9,2) ERÌ : cos(eyz) — 2° + 2° = 0}, 
e Q = (1,1,0). Detto v un versore normale a I in Q, si calcolino Vf(Q) e la derivata 


st If 
direzionale Da (Q). 


Esercizio 6.3.43 Siano 
1x4, 2) = 32°y+yÈ2 — 3ry22, 
T={(2,y,2) e R? : 2°y° — 642° +32+2=0}, 
e @Q=(1,1,1). Detto v un versore normale a I in Q, si calcolino Vf(Q) e la derivata 


PIRO of 
direzionale al 


Esercizio 6.3.44 Siano 
f(2,y,2) = 2°y+2xyz — 3222, 


T= {(r,y,2) ER' : (y—x)cos(r2) — Ur — 2) sin(7y) = 0}, 
e Q= (1,1,1). Detto v un versore normale a Din Q, si calcolino Vf(Q) e la derivata 
direzionale 2 @). 


Esercizio 6.3.45 Siano 
S(2,y, 2) = 322 — 5y2° + 3x2? — Tyz, 


T={(7,y,2) € R? : W-yr+2-1=0} 


e Q=(1, a Detto v un versore normale a Fin Q, si calcolino Vf(Q) e la derivata 
direzionale al) 
(7 


Esercizio 6.3.46 La derivata direzionale della funzione 


log(y° + 8r- 16), 
lungo il versore t tangente alla cu 
ret, rva8r = 17_,2 P L È orientato 
in modo che il prodotto scalare < t, ei > sia Ria i grissini, pr 
, (ei re asse T), vale 
A) 3; B) -8; Cc) 8; D) 0.* 
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Esercizio 6.3.47 Siano 
f@)=2%4 2ry — 6r2?, 
e v il versore normale a 


di, 
{(r,y,2) € R? : 20° +2222 - 3ey: = 0) 


inQ = (1,1,1) e tale che < l d 
inQ=(1,1,1) e tale che < /(Q), vece, >> 0. Allora 2 (q) vale 


A) -12. B) -9. 0) -3v3. Ù 
E) altro. F) -15. G) -573* D) -4V3. 


Esercizio 6.3.48 Siano 
S(x,y, 2) = xy° — 6ry +32, 


e v il versore normale a 
{(7,y; 2) ER? : xyz -—3r2y+222= 0} 


in Q=(1,1,1) tale che <v,k> >Q0. Allora dI 0) vale 


A) 2V6.* B) LE ©) DE 


E) altro. F) -2v6. G) -36. 


D) 36. 


Esercizio 6.3.49 Siano v 

Ial= 2 +3r+62-y- 2, 
e viil versore normale a {(2,y,2) € R3 : 22 +3xry? — 2° = 5} in Q = (1,2,2) tale che 
<V(Q),e; > > 0. Allora dI (9) vale 


A) 394. B) 197/11.* C) 43. D) 14. E) altro. 


Esercizio 6.3.50 La derivata direzionale di 
iu log(2x° — 34° + 16), 


lungo î= ty7 + t2j, versore tangente alla curva di a gar 
di coordinate (2,1) e orientato in modo tale che t2 > 0, vale 


(x — 1)? + y? = 2 nel punto 


5V2 
4) sa B) di C) altro. D) BE 
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Esercizio 6.3.51 La funzione 2 = 2(x,y) definita implicitamente dall’equazione 


i r 
f(x,y, 2) = log(1) + sl ia Paine (£) SA 


A) soddisfa ad altro. 


B) ha un punto critico di massim 
PD: 

iti; * 
C) ha un punto critico sella se > 0 e nessun punto critico se 2 <0. 


0 locale se 2 > 0 e un punto critico di minimo locale se 


D) ha esclusivamente punti critici di massimo locale se 2 > 0. 


Esercizio 6.3.52 La funzione 2 = 2(x,y) definita implicitamente dall’equazione 


fa, =2y- 2 +ay2-7=0, 


A) soddisfa ad altro. 
B) ha infiniti punti critici sella. 
C) ha esattamente due punti critici ed almeno uno di essi è una sella.* 


D) ha esattamente tre punti critici e sono tutti punti sella. 


Esercizio 6.3.53 La funzione 2 = 2(x,y), definita implicitamente da 
f(2,y,2) = loglez|+xy-x2+2°-2y=0, 


A) non soddisfa le altre proposte. 

B) ha esattamente un punto critico ed è punto sella. 

C) non ha punti critici sella. 

D) ha esattamente due punti critici e sono entrambi punti sella.* 


Esercizio 6.3.54 La funzione 2 = z(x,y), definita implicitamente da 


e? 284222 2x9 41=0, 


A) ha almeno un punto critico di minimo relativo.* 
B) non soddisfa le altre proposte. ° 
C) ha esattamente due punti critici, 


di cui alme 
D) ha esattamente tre punti critici e du ea 


tutti e tre sono punti sella. 
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6.4 Punti stazionari e punti ° 
unti estre 
mant 


ivi i 
Esercizio 6.4.1 La funzione Mcolati 


f(@; y)= xy? 
sul compatto 
A= 
{(,y) eR? . x +49 < 4}, 


A) ha un numero finito di punti in cui assume il minimo val 
valore. 


1 
B) assume 3 One massimo valore. 


3 
C) assume 3 come massimo valore. 


D) ha quattro punti in cui assume il massimo valore. 


, se i aa 
La funzione f(x,y) è C® su A e, per il teorema di Weierstrass assume massimo e minimo 
su tale insieme. 


Ricerchiamo i punti di massimo e minimo assoluto fra i punti critici interni ad A e nei 
punti della frontiera di A. 
f(x,y) >O su R? e 

f(c,y)=0 «> r=0o0ppurey=0. 


Pertanto esistono infiniti punti in cui f(x,y) assume il valore minimo e la risposta A è 
falsa. 

Sull’insieme x? + 4y? < 4, si hanno esclusivamente punti critici di minimo assoluto, in 
quanto 


Vi(x,y) = (2297, 212°) = (0,0), > Î ai 
y=U, 


di massimo vanno dunque cercati sulla frontiera 0A = {(7,9) € 
dominio e funzione rispetto agli assi 
o in n punti, con n divisibile 


Gli eventuali punti i 
R? : x? + 4y? = 4}. Per l’evidente simmetria di ; 
coordinati ci aspettiamo che il valore massimo sia api Poiché 
per 4. Verifichiamolo direttamente parametrizzando la frontiera. Poicl 


24-49 <l1, 
(r,y) 9A >> P=4-4W> ls 


si ha 
f(y)jga 390) = 41-99), St 


Poiché 1 


= gy — 1698 = 0, pe 
ga 8y — 10Y & 120% 


ly < bb 


, NE A vale {(,4) 
ù iamente il valore massimo su 4 va 
€9(0) = 9(+1)=0,g (+5) = 1, necessaria 


I. Le risposte B e C sono dunque false. 
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1 è s i 
Infine la risposta D è corretta poiché y = A corrisponde ai punti (x,y) = (#4 %) la 


1 
dA, ey= -5 corrisponde ai punti (x,y) = (#2. -5) € dA. 


*. Esercizio 6.4.2 La funzione 


f(a,y)=r° +9 -3, 
ristretta all’insieme 
A={(y)eR?: 2-2 <1) 
soddisfa 
A) S(A)=[-3,+o0(.  B) f(A)=[-3,-2.. ©) f(A) =[-2, +00l. 


D) altro. E) f(A)=[-3,-1].  F) f(4)=[-2,-1]. 


A è la porzione di piano compresa fra i due rami dell’iperbole x? — y? = 1 ed è dunque 
un insieme connesso, chiuso e non limitato di R?. f è C°° e, quindi, continua su A. 


Pertanto, per il teorema di Bolzano, f(A) è un intervallo. Osserviamo che i punti del tipo 
(2,y) = (2,1) € Ae 


slim S(2,1) (1° — 2) = +00. 


= lim 
r++00 
Pertanto le risposte B, E ed F sono evidentemente false. Infine (0,0) € A e 


S(x,y) 2 f(0,0)=-3, V(x,y) € A, 
e dunque A è vera. 


Esercizio 6.4.3 


S(x,y,2)=22-y+32, 


ristretta alla superficie sferica 
S:= {(c,y,2) ER : 2°+y°+22=9}, 


A) non ha estremanti. B) ha max f = V126. 
C) had i critici di 13 smi - 
ue punti critici di sella. D) ha maxf = 7 emin f=3 7 


SèC® e, quindi, continua su S, compatto di RS. Pertanto, per il teorema di Weierstrass 
esistono max f e min f e la risposta A è falsa. Per la regolarità di f e poiché 5 è una 


superficie regolare priva di bordo, il massimo ed il minimo valore critico di f su £ sono 


6.4. PUNTI STAZIONARI E 


anche, rispettivamente, i 
valori critici dì 


F(&,4,3;A) = 2x 
° —Y+32- Mx2 4, 
Me +9 +2-9) 


Risolvendo 


2-2 =0, 


-1-24y=0, 


VF(x,y,2))=0 «+ 


3-2A2=0, 


+9 +22 


si i i cri 
ottengono i punti critici vincolati di f 
’ 


r.- (4/7 1/18 ,3 [18 
7:73\7:%3 7) 


PUNTI Est, 
I ESTREMANTI VINC 


9=0, 


'OLATI 55 
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ii 
x 
je 
2N° 
3 
z= > 
2° 
As Lo 
18° 


(6.12) 


(6.12) sono n È 
lecessariamente i i 
falsa. Infin 6 i punti estremanti assoluti di 
ì e B è vera 6i . a: uti di f e, pertanto, la risposta C è 
perché il massimo e il minimo di f su S valgono, È Rari sN 
i) vamente, 


___ [8 
S(P2)=4/7 (2+3+ 


‘Esercizio 6.4.4 La funzione 


ristretta alla varietà 


soddisfa 
A) f(A)= 


D) {(A) - 


La funzi 

unz 

teor inzione f(,y, 2 2) è C® sull’ ellissoid 

Per nd di Bolzano e di Weierstras8, l’insie! 
la regolarità di f € poiché 


mini 
di - valore critico di f SU 
I punti critici di f su A 500° i 


= 312 


vr 


f(2,y,2) = 312-198, 


[-3v3/2,3v3/2). | B) altro. 


E) (4A) =1-b!l: 


A è una super 


A sono anche, 
punti eri 


—y? — Ad 


me f(A 
ficie regolare I 


rispettivam 
tici della 


le A, insieme compa 
) è un in 
priva di 
nente, il m 
funzione Lagrangiana 


(32243424 2-3), (onaA € R' 


A={(x,y:2) € RI: 302439) +2°=3), 


A) = [-3v3,3v8]. 


A) = [-33/2,3v8]. 


tto e connesso; pertanto, per i 
tervallo compatto. 


bordo, il massimo ed il 
assimo e il minimo di f 
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Risolvendo il sistema 


3z- 6Ar = 0, 

—2y-— 6Ay = 0, 
VF(x,y,2))=0 

3r-2Az=0, 


3x2 +3Y°+22-3=0, 
si ottengono sei punti critici vincolati di f, 


6 2 1 6 
Pi= (01,0), Qî° (ost), Da 3030). 
Si ha 


iPy)=-1 s0M)=3E, 100)=- 


Infine A è vera perché f(Q1?) < f(PL) < f(Q) e dunque 
J(A) = [-3v3/2,3v3/2]. 


Esercizio 6.4.5 La funzione 


f(2,y2)=c+y-2, 
ristretta alla varietà 


A={(c,y,2) € R' : 22 +y°+22° = 6}, 
soddisfa 


A) S(A)=[-2v2,2v2].  B) f(A)=[-4,2v3]. ©) f(A)=[-v6,v6]. 
D) f(A)=[-4,4]. E) altro. F) f(A)=[-2v3,2v3]. 


La funzione f(x,y, 2) è C® sull’ellissoide A, insieme compatto e connesso; pertanto, per i 
teoremi di Bolzano e di Weierstrass, l'insieme f(A) è un intervallo compatto. 
Per la regolarità di f e poiché A è una superficie regolare priva di bordo, il massimo ed il 
minimo valore critico di f su A sono anche, rispettivamente, il massimo e il minimo di ‘j 
su A. I punti critici di f su A sono i punti critici della funzione Lagrangiana 


F(r,yaA)=r+y-22-Ma?+°+22-6), (2,y,2,)) CR! 
Risolvendo il sistema 


1-2x=0, 
1-2)y=0, 

VF(2,9,2))=0 «+ ui 
—22-4z=0, 


+99 +22 -6=0, 


64. PUNTI STAZ 
TONARI E PUNTI ESTREMA 
NTI VINCO 
VOLATI 


si ottengono quattro i critici 
punti critici vincolati di p 223 


Pi = (+v3,4v3 
Si ha 3). = (-1,-1,+v9). 


î S(Pa)=+ 
Infine B è vera perché f(Q+) < pes . Li =-4 
+) € dunque 


SA) =[-4,2v3). 


Figura 6.7: La varietà A dell'esercizio (6.4.6). 


Esercizio 6.4.6 La funzione 
f(2,y,2) = 2r+9- 2, 


ristretta alla varietà 


A= {(x,y,2) €R° + 2 +y?+22=5, x +24 =4}, 


soddisfa 
A) f(4)=[-4,3]. B) f(4)=[-5:4 OSA=143] 


D) f(A)=|[-5,3). E) altro. F) f(A)=(-3,41. 


tesiani e raggio vB e il cilindro 


o l’origine degli assi cari 
A+ rispettivamente contenuti 


i due insiemi connessi 
r l'evidente simmetria 


Asi 
a cà gar fra la sfera di centr 
nel a 4 ed è quindi l’unione d 

semispazio delle z positive/negative. Pei 


f(2,y=2) = f(2,4 2): V(r,y,2) € 4 
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si ha f(A+)= f(A_)= f(A). Poiché f(x,y, 2) è C® in A4, insieme compatto e conne 
per i teoremi di Bolzano e di Weierstrass, l'insieme f(A4) è un intervallo compatto. 
Per la regolarità di f e poiché A, è una curva regolare priva di bordo, il massimo ed SI 
minimo valore critico di f su A, sono anche, rispettivamente, il massimo e il minimo di 
f su Ay. 1 punti critici di f su A+ sono i punti critici della funzione Lagrangiana 


550, 


F(1,y, 3A, p) = 244? — 2° — Ma? +9° + 2° — 5) — (1° +24 - 4), (2,y,2,)) RI, 


Risolvendo il sistema 
2-2(A+p)r =0, 
2y(1-A-24)=0, 
VF(r,y,2))=0 —22(1+A)=0, 
x2+y°+22-5=0, 
+29 -4=0, 
si ottengono quattro punti critici vincolati di f in A, 


PP = (#2,0,1) € AL, PI =(+2,0,-1) € A_. 
Si ha i 
1(P9)=S(PO)=3, F(P9)= s(PO)=-s. 


Infine D è vera perché 


S(A) = f(A4) = [-5,3]. 


Figura 6.8: La minima distanza fra le curve dell’esercizio (6.4.7). 


Esercizio 6.4.7 La minima distanza, d, tra le curve 22 +y2=4, y2=2(3-2) vale 


A) 5-2. B)2- v5. C) v5+2. D) altro. 
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e curve non si intersecano 
po > pertanto d > 0. Inoltre, per la regolarità della funzione 


distanza e delle curve, d è il minimo valore eriti 
tic Se: ò ù 
Detta ‘0 condizionato della funzione distanza. 


,À, = Sai 
f(21y%1312Y2,A, ha) = (21 — za) + (Mn — va) — ef +4? — 4) u(6- 222 — 0), 


; marti # . 

i punti critici di f su R° sono i punti critici condizi , . 
PIE lonati Î 

soluzioni di della funzione distanza. Le 


(21 — r2) - Ax: =0, 


(vi Va) Mi =0, (c1- 2) =Ax1= 4 

—(x1-22)+4=0, — Y2) =) = Lys 
vi=0 + j da (vi — va) = An = va, 

—(Wn — 92) + 4y2=0, +y2=4, 

a+ -4=0, 2r2+y2 = 6, 


6-2r2-y}=0, 
danno i punti critici della funzione distanza: 
y=y2=0, r1=+2, 12=3, 


2 4 
rg=1, y= #2, n=tr v=ET 


Confrontando i valori assunti in tali punti si ha A vera: 


a naro 


si vuole costruire la scatola (senza coper- 


Esercizio 6.4.8 Avendo a disposizione L lire, o ; O 
a — lit/cm?, mentre il 


chio!) di volume massimo, sapendo che il materiale della base cost. DI È 
i i lati se ez ezza. (in 
materiale delle pareti laterali costa 1lit/em?. Detti x,y! lati della base e ezza 


em), si ha i 
bD__d/L 
II REST 


A)x=z=vI,y=gvI 


L 1 D) altro. 
C)x=y=2/2,2> -'Eza/i 
)e=y=2 3 z PNZI 


Detti 
etti fa, n 2) = 245 
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il volume della scatola e 1 
. s(t,y,2) = 3IY +2yz+2r2 


il costo totale della scatola, il problema proposto è di estremante vincolato per la funzione 
f alla superficie 


S:{(2,y,2) € R3 x>0,y20, 220, s(2,4,2)= L}. 
Poichè f è continua su $, insieme compatto, per il teorema di Weierstrass, esiste il massimo 
di f su S. Inoltre per la regolarità di f il punto di massimo va ricercato fra i punti critici 


di f vincolati a S (il minimo di f è ovviamente realizzato sul bordo di S, dove f vale 
identicamente 0). Detta 


F(x,Y,2,)) =ay:-\ (3ov+202+222- 1), 


i punti critici di f ristretta a S sono i punti critici di F in R', VF(x,Y,2,A) = (0,0,0,0), 
cioé le soluzioni del sistema 


yz- BN —2Az =0, 


s=y=4), 
1 
ez — An —2Az=0, e 
rà 
ty —-2Ay-2Ax=0, I 
A=t{/3; 
24 


1 
33Y+2yz+2x2-—L=0, 


aaa : she /L È 
L'unica soluzione accettabile si ha per A = Da e corrisponde all’unico punto critico di 


S, 
(2,42) = CERA) | 


che è il punto di massimo cercato. Pertanto, B è vera. 


Esercizio 6.4.9 I punti estremanti della funzione f(x,y, z)=x— y, sulla curva 


t+y +22 = 4 
Cc: 
Tty+z = 1, 


A) sono sul piano z= 1. B) nei dellono 


; 3 
C) sono sul piano r+y = 3 D) altro. 
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va C è la circonferenza ottenuta j l 

La curva C è i SA 

con il piano di equazione & ‘yz Ledè in Superficie s 

Weierstrass, f ha massimo e minimo su C'e la risposta B è falsa 
air ra regolare e priva di : sg: 

pote C'e una tà SEEO) priva di bordo e f è una CIRO 

massimo e di minimo di f su C' vanno ricercati Li na funzione 

vincolati a C. Detta 


la ferica 22 + y2 +22 4 
Insieme compatto. Per il teorema di 


a regolare, i punti di 
sclusivamente fra i punti critici di f 


Fay Ah) =2-2- Mz 49424) u(c4 y+2-1) 


i punti critici di f su C' sono le soluzioni di VF(c,4,2,A, p) = (0,0,0,0), cioé 


=1# 
1-2Ax-u=0 = 
—1-24y-u=0 24y=-È 
-2Az—-p=0 - PESPRA i 
2A 


249° +22-4=0 


T+ty+2z-1=0 u__2 
di 8 
Pertanto i punti critici di f, fra i quali si trovano i punti di Raso e di minimo di f, 
giacciono nell’intersezione del piano 7 +y = 3 con il piano 2 = 73: Quindi A è falsa e 
C vera. 


Esercizio 6.4.10 Le distanze minima d e massima D della curva 


r+y9°+22 = 22, 
Gi 


Il 


2xr+4y+% 1 


dall'origine degli assi cartesiani soddisfano 


A) D°_ d= VIO. B) D° = 2d°. 
©) D+ = 4 D) altro. 


ni ica r?+y2+(2-1)? = 1 
a superficie sferica 1° +y°+(2 
L SATO NEGRI intersecando la super E della 
den sn ra = 1 ed è un insieme compatto. Il quadrato 
lano di equazione 27 TR 


d Rata iani, 
Unzione distanza di C' dall'origine degli assi cartesia 
2,2 
(2,43) = al+y +7 


: ni minimo. 
Per il teorema di Woierstrass, ha massimo © 
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Poichè C' è una curva regolare e priva di bordo ed f è una funzione regolare, i punti di 
massimo e di minimo di f su C vanno ricercati esclusivamente fra i punti critici di f 
vincolati. Detta 


F(2,4,2,A,p)=x°+y°+22—Mx2+y°+22°-—22)-u(2x+y+2-1) 


i punti critici di f su C sono le soluzioni di VF(2, y, 2, A, 2) = (0,0,0,0), cioè soddisfano 


gi 
ul 25) 
2x— 2Ax— 2u=0 n 
y = 
2y-2Ay-pu=0 1-4) 
pu—- 2A 
2z2-2Az+2\A-p=0 #=21=2) 
x+y°+22-22=0 1 
#=3 
2xr+y+2z-1=0 


Detti (2+,+,2+) e (r_,y-,2-) i punti critici, rispettivamente, di massimo e di minimo 
vincolati di f, si ha 


: 1 
S(r4, ya za) = ri +tyi+24=24=2+ Da 


da cui concludiamo C vera, A e B false: 


D°- d = 4/72 7 vi, D® — 24° = 6 x 250, D+ =4. 


Esercizio 6.4.11 Per la funzione 


S(2,4,2) = y? — 3a], 
definita su 
A={(7,y,2) € RÌ : 2° +y° +92 <9}, 
si ha 


A) S(4)=[-9,9. B) f(A)=[-6,12).  C)altro  D) f(A)=[-3,+00f 


La funzione f(7,Y,z) è continua su A, insieme compatto e connesso; pertanto, pel ! 


teoremi di Bolzano e di Weierstrass, l’insierne f(A) è un intervallo compatto. La risposta 
D è quindi falsa. 


Inoltre, f(7,y,2) non dipende da z e quindi l'insieme dei valori assunti dalla funzione 
f(€,Y, 2) su A è l’insieme dei valori assunti dalla funzione 


9(04)=/,y,0)=9 3a, = (2,y) e r(A), 
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où a(A) C R? proiezione ortogonale di A sul pi 


ni P: il Plano 2 — P 
disco chiuso e coincide con la sezione 2 — 0 di A 0. Nel caso specifico, n(A) è un 


TA) — {(,y) ER? ; 2247? <9). 


pertanto si avrà 


S(A) = g(r(A)). 


g(1.4) è continua su (4) e di classe C® su 7(A)\{z = 0}. Inoltre g(x. y)èla tia 
di due funzioni cir negative di una sola variabile, rispettivamente 72 e la] e, necessaria. 
mente, il massimo di g è raggiunto in punti in cui |z| = 0 Poiché e nl i 5 
career le] = 0. Poiché (0,y) € 7(A) se e solo 


max f(7,y, 2) = maxg(,u) = max 9(0,) = g(0,+3)=9. 
Analogamente, il minimo di 9(x, y) è raggiunto in punti in cui y = 0. Poiché (x,0) € r(A) 
se e solo se -3 < x < 3, si ha 

min f(x,y, 2) = ming(z,y) = min 9(7,0) = g(#3,0) = -9. 


—3<r< 


La risposta corretta è quindi A. 
Alternativamente, l’esercizio può essere risolto usando il calcolo differenziale. Si osservi 


che il gradiente di 9(x,y) non si annulla nei punti interni regolari di 7(A) (cioè nei punti 
interni a 7(A) in cui g(r,y) è differenziabile) e, quindi, non si hanno punti estremanti 
regolari interni a 7(A). Il comportamento di 9(x,y) sulla frontiera di 7(A), 


{(x,y) ER? : 2°+4°=9), 


,Y) non è differenziabile (cioè nei punti 


va studiato separatamente sull’insieme in cui g( ‘ renziab è ne 
Îl’insieme in cui g è differenziabile. 


(43,0) si calcola direttamente il valore di g) e su 
6.4.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 6.4.12 La funzione 


f(x,y) = Vary 9, 


ristretta all’insieme 
A={(ay)eR}: +0 Sd 


soddisfa 
A) F(A)=[-2,6 BI S(A=19t DISTA 
D) /(A) = [0,6]. E) altro. F) f(4)=[-2:2]. 
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Esercizio 6.4.13 La funzione 
f(r,y, 3) =t-2+1°+y?, 
ristretta all’insieme 
A= {(1,y,2) ER? : 1° 49° +322 < 6} 


soddisfa 
A) S(A)=|-1/4,6+v6. B) f(A) =|[-1/4,6— v61. 


C) S(A) = [-35/16,6+v6].* D) f(A)=|[--35/16,6— v6]. 
E) altro. F) f(A)=[6- v6,6+v6]. 


Esercizio 6.4.14 La funzione 


S(2,y) = 22° +32 5, 


ristretta all'insieme 
A={(x,y) €R? : 2x°— 79° > 4} 


soddisfa 
A) f(A)=[-5, +00[. B) f(A)={[-5,-1]. C) altro. 
D) f(A) = [-1,+00[.* E) f(A)=|[-3,0]. F) f(A)=[-3,-1]. 


Esercizio 6.4.15 Per la funzione 


S(2,y,2)=x-2y+%, 


ristretta all’insieme 


A= {(x,y,2) € R3 : +29 42 =4, 3r+3y-—z=-1} 
si ha max f = 
112 


112 _112 76 
A) -@ B) Da C) 4* D) 59” E) altro. FP) 
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Esercizio 6.4.16 La funzione 


S(£,9, 2) = Ty + 2v3, 
definita sulla superficie di equazione 
494223 
ha per immagine l'intervallo 
8-2V6  8-2V6 
A) fee ; B) altro. 


8+2V6  8+2V6 


b rioni ici 


Esercizio 6.4.17 Per la funzione 


S(2,4,2)= 2° — y° +32z, 


ristretta all’insieme 


A= {(x,y,2) ERÎ : 2° + 2° + 32° = 6} 


si ha f(A)= 
A) [-3,0]. B) [-3,3). C) [-3,9]-* D) [--9,9]. 
E) F) altro. G) [--9,0). H) [0,3]. 


Esercizio 6.4.18 Per la funzione 
f(eyy,a) = 2 - VO, 


definita su 


2a 
A= {(a,y,2) ER' : 2° 449 + v62° — 6} 


ha per immagine l’intervallo Si 
x C) f(A) = [6,18]. 
A) S(A)=[-6,12) BI S(A)=1-591* ) SA) 


= [-6,6]. 
D) /(4) = [6,32/3) E) altro. F) S(4A)=| 
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Esercizio 6.4.19 La funzione 
S(c,y,2)=r+2-y8, 
ristretta all’insieme 
A= {(x,y,2) ER? : 2° + 29° + 2° = 6} 


soddisfa 
A) {(A)=[-4,4]. B) f(4)=[-2v2,2v2]. C) f(A)=[-v6, vG). 


D) f(A)=[-4,2v3].* E) altro. 


Esercizio 6.4.20 La funzione 
fa,y2)=22°+y-y+2, 
ristretta alla varietà 


A= {(x,y,2) € R? : 22+y°+22°=1} 


soddisfa 
A) S(A)=(0,2/3). B) f(A) = [-2, 25/12].* ©) f(A)=[-2,2/3]. | 
D) f(A) = [0,25/12]. E) altro. F) f(A)=[-2,0]. 


Esercizio 6.4.21 Per la funzione 
f(,y, 2) = 12xy — 6x2, 


ristretta all’insieme 


A={(2,y,2) ER? : 2° + 64° + 2° = 36}, 
si ha f(A) 


A) (0,36V15). B) [-36v15,0]. C) [-36v/175, 36v/15].* D) altro. 


Esercizio 6.4.22 Per la funzione 


14,2) = 3089 - 2, a 
ristretta all’insieme 
A={(,y,2) ER? : 284y542= 3}, 
si ha f(A) 


A)[-3,0].-B)[-3,9/2]. ©) [-9/2,9/7).* D) altro. 


4. PUNTI STAZIONARI E PUNTI ESTREMANTI VIc0,,47; 
Esercizio 6.4.23 Per la funzione 
S(1,4,2) = dr? 43124 di 


ristretta all’insieme 


A={(7,y,2) ER? : 22429422 8} 


si ha f(A) = 
A)[-44.  B)[-436* ©)[-36,36. D)[-36,4] 
E) (0,4]. F) altro. G) [-4,0). H) [4,36]. 


Esercizio 6.4.24 Per la funzione 
S(2,y,2) = xy +22, 
ristretta all’insieme 


A= {(2,y,2) ER? : 2° +y° +22 = 17/4} 


si ha f(A)= 
A) [-3v6/2,0). B) [-17/8, 17/8]. C) [0, 17/8]. 
D) [-17/8,0). E) [0,3v6/2). F) altro. 


G) [-3v6/2,3v6/2).* H) [-3v6/2, 17/8]. 


Esercizio 6.4.25 Per la funzione 


f(2,y,2) = 32° + 62-32, 


ristretta all’insieme 
d- 
e RI > 352 + 6° + 122° = 3} 


A={(c,y2) 
si ha S(A) = 7 
A) [-3/2,0]. B) [-3/2,3/41. C) [-3/4,3/4. D) [3,3]. 
E) [0,3]. F) altro. G) [-3/2, 3.* H) [-3/2,3/21. 


e; 


234 CAPITOLO 6. FUNZIONI DI PIÙ VARIABIL] 


Esercizio 6.4.26 Per la funzione 
S(c,y,2)= 1° — yz, 
ristretta all’insieme 
A= {(x,y,2) ER! : 222 +4y° + 62° = 3}, 


si ha f(A) 
A) [-v6/8, 6/8]. B) [-3/2, v6/8]. C) [-v6/8,3/2].* D) altro. 


Esercizio 6.4.27 Per la funzione 
f(e,y,2)= 2-9, 
ristretta all'insieme 
A={(x,y,2) ER? : 22 +39 + 62° = 12}, 
si ha f(A) 
A) [-v6,v6]. B) [0,v6]. ©) [-4,0]. D) [-4,v6].* E) altro. 


Esercizio 6.4.28 La funzione 
S(2,y,2)= 2° -—5y +22, 
ristretta all’insieme 


A={(c,y,2) ER : 22 +y9=5,2°+22= 10} 


soddisfa 
A) J(A) =[-15,10].* B) (A) = [0,10]. ©) f(A)=|[-10,15). 
D) f(A)=[-10,10]. E) altro. F) f(A) = [0,15]. 


Esercizio 6.4.29 Per la funzione 


S(2,9,2)= 22 - LI 


v2 
definita su 
A4={(r,y,2)cR?. 101° + 9° + 22 < 10} 
si ha 5 
A) altro. B) /(4)= RA "al 
vIO vio 
©) SCA) - [9 D) s(4)= |- t0, pv] * 


6.4. PUNTI STAZIONARI E PUNTI ESTREMANTI VINCOLA 
/OLATI 
Esercizio 6.4.30 Per la funzione 
S(x,y,2)=r- 2vzl, 
definita su 
A= {(©,y,2) e R? 048924 22<8) 
si ha 


A5A=[-3V32v. B) alt 
5 2 
©) S(A) = [ia Pl D) /(4) = [-2v3,2v3].* 


Esercizio 6.4.31 Per la funzione 


S()=22-24+|, 


definita su 
A= {(2,y,2) ER? : 2° +29°+222 = 1}, 
si ha che 
3 
A) non soddisfa le altre proposte. B) f(A)= DE dl 
13 13 
©) sa) =|[-va F]* D) s(A)= [0,7]. 


Esercizio 6.4.32 Per 
S(x,y) = 2|z| — 2ey, 


snai A={(x,y) € R? : 22+y° < 3), 
si ha 

v3 5V8 
AIAR I IAT 
©) S(A) = [0,4v2]. D) {(A) vale altro. 


Esercizio 6.4. 
Izio 6.4.33 Per Vea rl n, 


definita su - + ye < 10}, 


A={(r,y) ER? 


8) sa) = [ov v10] 


D) f(A) vale altro. 


si ha 
Il 
A) S(A)= |-6v3,22 CA 


©) SA) = [o,vT9]. 


23! 
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Esercizio 6.4.34 Per la funzione 


S(c,y,2) =r+y°— |a, 


definita su MRO Fusti 
si ha ; 

A) s(4)=[-v3,}] B) JA) [4,3] 

C) S(A)=[-v2, 1). D) altro. 


Esercizio 6.4.35 La distanza minima fra le curve piane 31° +y° = a? ex? = 2 +3, a 
parametro reale, vale 


la-3] 

A) altro. B 

) ) toa 

7 saba D) 3 sl entra 8 
v3 Wai < 


Capitolo 7 


Applicazioni del calcolo integrale 


7.1 Integrali curvilinei e lavoro 


Esercizio 7.1.1 La lunghezza della curva. 


x = exp(t)cos(t), 


y = exp(t) sin(t), 


z= exp(t), 
dal punto (1,0,1) al punto (0, exp(r/2), exp(7/2), vale 
A) V3exp(7/2+1); B V2exp(7/2-1); 
C) VB exp(7/2— 1); D V2exp(7/2+1). 


Il punto di coordinate (1,0, 1) corrisponde a t € R che soddisfa il sistema 


exp(t) cos(t) = 1, 
exp(t) sin(t) = 0, 


exp(t) = 1, 


cioè t = 0. Analogamente il punto di coordinate (0, exp(7/2), exp(7/2)) corrisponde a 


t € R che soddisfa il sistema 
exp(t) cos(t) = 0, 


exp(t) sin(t) = exp(7/2), 


exp(t) = exp(7/2), 
cioè t = 1/2. Poiché l'equazione della curva è in forma parametrica, calcoliamo la 
lunghezza della curva secondo la formula 
n/2 


1= fe ONE 
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sa 2/(1) = exp(t)(cos(1) — sin(t), 

(1) = exp(0(sin(1) + cos(é)), 

2() = xp, 
° COVO ZO = VET VOP+ ECO = on) 
Infine 


7/2 


1=v3 i) exp(t)dt = v3(exp(7/2) — 1). 


La risposta corretta è dunque la C. 
N e EI o—=—ee=e&6.- 


DE 
Esercizio 7.1.2 La lunghezza della curva polare _ Pi 


p=Ap, 
g € [0,27], 
vale 
1 
A) qV1+4n2 + 5 log(27 + V1+47?). B) 7V1+4272 +4 - 3 log(2 +v1+272). 
L 
C) mv2+72+ 3 log(2r +v2+ 72). D) altro. 


La curva assegnata ha equazione parametrica 
Î = 4pcos(g), 


PE [0,27]. 
y=4psin(g), 


Calcoliamo la lunghezza della curva secondo la formula 


2a TA 
= [Cile 


Si ha 
Î £'(0) = 4(cos(p) — psin(g)), 


Y' (0) = A(sin(g) + Peos(p)), 


[GORZOTES 4/1+ 2. 


Infine, integrando per parti otteniamo 


[rr rat - [Fra] a tea 
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da cui si ottiene 


2r 
V1+ edo = rV7 L 2 
/ P TVI FAR 4 3 [logte +y1+ Al, 
e, infine, 
2r 
un Li + Pd = An vi 44m + 2log(2r4 VITA). 
La risposta corretta è dunque A. 


Esercizio 7.1.3 Per il baricentro xg = 


; % usi (©8,V5, 25) della curva, con sostegno nel semi- 
spazio 2 > 0, di equazioni 


Pira 


T=-Y 
con densità f(x,y,z)= z, si ha 


T 2 
A)x5= (0,0, 5). B) x5= (in 0, 5). C) x3 = (0,0,0). —D) altro. 
La curva 7 è la semicirconferenza, intersezione della emisfera x? +y2+2°=4,2>0, con 
il piano x = —y. Parametrizziamo la curva esplicitando y e z in funzione di r: 


Dt) = (2(0),u(t), 2(6)) = (t,t,v4A= 202), tel-v2,v2. 
Poiché I “io 
Dt) = (1-1 a , 


la massa della curva, M, vale 


v2 va dt? 
M= Jsds = f S(2(t), y(t), 2(1)) [l'(0)I| de = / (4212) (è +72p sa) di=8, 
1 vi -v? 


€ A è vera poiché le coordinate del baricentro della curva sono 


1 i à 2) (9 sa) 0 
tg = 3f124=3f! (RE 24728 i 
Y 


-v? 
1 È 
uB = ag ffuds=-z8 o 
n 
@ At? 
1 a 20) (+77) de 
pp, fa4s= 3) 4-2 
5 w/ k 
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Si osservi che nell’ultimo integrale abbiamo operato il cambiamento di variabile 
t=v2sin(d), de (-5 s| - 


per la risoluzione dell’esercizio si può anche utilizzare una parametrizzazione equivalente 
di y ponendo 


Y(0) = (#(0),y(0), =(9)) = (V2c0s9, -—V2cos9,2sin0), 0 € [0,7]. 
In questo caso, procedendo come sopra, si ha 


Y'(0) = (-v2sin9,v2sin0,2c080) 


MO = f fas=4 [sinodo =8 
n D) 
1 va 7 | 
Tg = Mm fetd= 7 [cososintd 0-8 
# Più _T 
2B = mi fe5da= fsi 0d6 =>. 


Esercizio 7.1.4 Se y è la curva semplice il cui sostegno è contenuto nel semipiano x > 0, 


di equazione implicita (x? + y?)? — 4(£? — y?)=0, allora I = fa x? — y?ds, vale 


A 
A) sf B) 3 lo) 162. D) altro. 

è la porzione di lemniscata contenuta nel semipiano x > 0. Se si sostituisce 

| T = 7($)cos($) 

y = r($)sin(d) 


nell’equazione implicita di Y, si ha 


$€ [7,7], 


(e +99)? de? - 2) =0, 20 + r°=4c0(24) de [33] 


e, infine, 


€ = 2cos(26)cos(é), 
2/cos(2$) sin(9), 


n; 
Il 
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7, 
2A1 


Poiché 


agli «2 x e 
Il = Vr2(0) + (49) | 4c0s(26) 4 100°) _ 2 
cos(26) — fx), 
si ha, infine, C vera: cos(2$) 


n/a 
x/4 
! ja COVE SII DESIO) — 1°(0) Ily(6)I| dg = 8 J cos($) cos(26)dò = a 
_ —a/A 
Esercizio 7.1.5 Il lavoro del campo vettoriale 
fama) = (+24 (24274 224 y)È, 


lungo la traiettoria semplice chiusa nel semispazio 2 > 0 di equazioni 
+92 +2=4, 
f += 22, 
con orientamento antiorario visto dall’asse z, vale 
A) 2r. B) 4r. C) 87. D) altro. 


La traiettoria semplice chiusa è la circonferenza di raggio v2 contenuta nel semispazio 
2 > 0 ottenuta dall’intersezione della sfera 2? + y? + 22 = 4 e del cono circolare retto 
x? + 2° = 4. In forma parametrica, si ha 


x(t) = V2 coste), 
y(0) = v2sin(t), te [0,27]. 
2(t) = v2, 


Tale parametrizzazione è compatibile con l'orientamento richiesto. 
vettoriale f= fiî + foj + fsF, vale 


Il lavoro del campo 


“= 
Il 


I Cf (CU), AVI + PEC) AO + Sale) O 
(o) 


2Î (Est + 1) sin(6) + (V2 + cos(t)) cost! 


0 


2 
))de=2 J cos°(t)dt = 27. 
0 


Il 


La risposta corretta è A. 


Esercizio 7.1.6 Per il campo vettoriale 


 "% 
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si ha 
A) $ non è irrotazionale. 


B) il lavoro di f lungo la traiettoria di equazione x? + y° = R?, R> 0, con parametriz. 
zazione semplice, antioraria, vale zero. 


Cc) fè conservativo sul semipiano y > 0 e la restrizione all’asse x = 0, y > 0, di un suo 
qualunque potenziale, vale 4log(y) + K, con K costante arbitraria. 


D) f è conservativo sul semipiano y > 0 e la restrizione all’asse x = y, y > 0, di un suo 
qualunque potenziale, vale 4 log(xv/2) + K, con K costante arbitraria. 


Il campo vettoriale f(x,y) = fiî + faj è definito in R?\{(0,0)}. A è falsa poiché f è 
irrotazionale nel dominio naturale, in quanto 

0 (x+2y 2 _ 2ay + Ag? _ 8 (y-2r 

dy\x+g9)] +9 (+9)? dr \x+y]" 


Il campo vettoriale fx, y) non è conservativo nell’insieme naturale di definizione poiché 
il lavoro di f lungo la traiettoria di equazione 2? +y? = R?, R > 0, con parametrizzazione 
semplice, antioraria, vale 


2 : 

J (-RAA(R00s($), Rsin(6)) sin(6) + fa(Rc0s(d), Asin(6)) cos($)) dé = —4tr. 
0 

Dunque la risposta B è falsa. 


Il campo vettoriale f(x,y) è conservativo sull'insieme semplicemente connesso y > 0 in 


quanto irrotazionale su tale insieme. Un potenziale V (x,y) in tale semipiano si ottiene 
osservando che, 


ov L+2 1 
Da ©Y) =h= de = V(7,y)= 3 log(x? + y°) + 2 arctan (£) +V(y), 


N ov DA 
e imponenendo -—— = fa, cioè 


dy 


IE EER 7 y=2r 
+y 49 += 


Tale equazione è soddisfatta se e solo se V/(y) = 0, cioè se e solo se V(y) = X, con K 
costante arbitraria. 
Si ha infine che la restrizione di tale potenziale al semiasse x = 0, y>0 vale 


V(0,y) = log(y) + K, 


e dunque la risposta C è falsa, mentre la restrizione del potenziale al semiasse T_ 7 Y 
y>0, vale 


V(2,) =2log(22°) + K, 
e dunque la risposta D è vera. 
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Esercizio 7.1.7 Il lavoro del campo 


sn DÒ) î 
» Ty exp (i ECO 1y? 
Î(2,y) = dea "100 
e 
)-1 


23 


lungo una curva semplice, dal punto (1,v3) al punto (1, vG) 
drante, vale »v6), 


etyi- (Ie) e4+ (1/6) 
A) ari a/8) B) ata 


1+y1-(1/e5) 
C) log "e SW) +3/2. D) altro. 


Il campo vettoriale 


cy? exp (5) xy exp De) 
£(2,4) = (fi(2,4), fa(7,9)) = Vene = noi + Ver) = 


è chiuso, in quanto fi(,y) = fa(y,) €, quindi, 


contenuta nel primo qua- 


2,,2 
of, xy exp (25) (2-22) da 
= (2,y) = == (2). 
dy °° exp(x2y2) — 1 


Pertanto È, ristretto al primo quadrante, che è un insieme Sg ilari Su 
esatto ed il lavoro lungo una curva regolare in esso contenuta, è la differenza di potenziale 
h 


negli estremi della curva. . : ; 
a pria la soluzione dell’esercizio proposto è de cin 5 sr ta 
campo vettoriale lungo una curva qualsiasi dal punto Pi = (1, v3) al pi 2 ,V6), 


i izzato da 
ad esempio lungo il segmento 7 di estremi P, e Pa, parametrizza! 


at) = 1 Le[v3,v6. 
y(0) = è 


Operando il cambiamento di variabile 


I) 
s= exp (6) ’ 


Lai q 3 
Vo gp n (3) "7° ds _ _ settoosh(e')-settcosh (e*) 
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Poiché, 


settcosh(y) = log(y + yy? — 1), 
Cè vera: 


ict mi) + Jexp(6) — 1 la (co (£) 1+y1- I) 
exp(5) + Vexp(3) — 1 11 esp(-9) 


2 
3 (E ea) 
= gtlogl == |. 


2 1+y1- exp(-3) 


Alternativamente, si può risolvere l’esercizio calcolando un potenziale, U (£,y), del campo 


vettoriale Î(,y) che vale 
CE 
U(x,y) = settcosh (eo (5) ù 


Esercizio 7.1.8 Considerato il campo vettoriale 


“ 1 y\- 1 T\- xy 
= = ic Sk 
=(-5A( 5) 


sul suo dominio naturale di definizione, si ha: 


A) Il lavoro L di f lungo la curva orientata dalla parametrizzazione y(t) = (—log‘(1+ 
8),-5+log*(1+4),1+1),t € (0,e— 1) vale -i 


B) f non è irrotazionale. 


Cc) f è irrotazionale, ma non conservativo. 
D) Altro. 


Il campo vettoriale f è definito su R3 privato dei 


piani z +y=0e2=0 chesi intese 
cano trasversalmente, cioé sull’unione dis 


giunta di quattro insiemi aperti semplicemente 


connessi. La risposta B è falsa, poiché f è chiuso: 
A _ Y _ dfs 
0° 20 dr 
o _ £ _ dla 
da © 2 dy 
dh. J 1_ df 
dy (r+y)2 a 7 dr 
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Determiniamo, infine, se il lavoro compiuto da $ lungo la curva orientata dalla parametriz- 
zazione Y(t) = (— log*(1 + t),—-5 + log* (1+t),t+1),t € (0,e- 1) vale —£. Poichè f è 


conservativo, il lavoro lungo i è dato dalla differenza di potenziale negli estremi della 


curva, (e) = (1 1,4, e), 1(0) = (0,5, 1), e non dipende dal i 

potenziale V di Îa si ha richiedendo siii 
ov ( ) 1 y 
=-(%,%2) = ) sli 
dr y S1(1,Y,2) ty 2 

da cui, posto 


V(2,y,2) = logle + y|] — x + V(4, 2), 


ela V 1 av 9 
_ A fi Vi 
(0,92) = rit = z n 
av = Fatah) > F-0 
av xy Wi av, 
ri) = Ft side “in 
e, infine 


V(2,y,2) = logle+y|— =, 


a meno di una costante additiva su ciascuna componente di A. Quindi D è vera e A falsa, 
poiché 


L= Vle) Vao)=-i. 


Figura 7.1: La curva dell'esercizio (7.1.9). 


Esercizio 7.1.9 Il lavoro L lungo la curva 7 parazistriatata da 


= pcosg, 7 
y= gsin9, 0<p£27, ai 
2=% 


; i ,2) = —2e2 + yea, vale 
e orientata con punto iniziale l'origine, del campo vettoriale £(7,y, 2) siii 


A) 2a. B) 37. C) 47. D) altro. 
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L’orientamento indotto dalla parametrizzazione è compatibile con quello assegnato poiché 
((0),y(0), z(0)) = (0,0, 0). Il vettore tangente alla curva nel punto (E), (0), 2(0)) è 
proporzionale a 


(22). u'(1), 20) = (cos(£) — psin(L), sin(0) + cos(p), 1), € [0,27]. 


La risposta corretta è la C, in quanto, indicato con v il versore tangente, si ha 


2 2 
L= [(Mas= fl + AA (Nd= - | Pos(Ade= sr. 
bi o LU) 
Esercizio 7.1.10 Il lavoro L del campo vettoriale 
e1 + i e: 
VE+FP=I. ve+g=1” 


lungo la parabola orientata (1, 7), di equazione y = 4— x?, dal punto (-2, 0) al punto (2, 
0), vale 


A) 2V3. B) 4v3. fo) 6v3. D) altro. 


7 2x2 +y2 1 
S(2,y) = 


Il campo vettoriale f è definito su R2 privato della circonferenza unitaria. Il cammino di 
integrazione proposto è contenuto nella regione semplicemente connessa 


A= {e eR? : 249° >1,y> -3}. 
sottoinsieme proprio del dominio naturale di f. Pertanto f= (f1,f2) ristretto ad A è 


conservativo se e solo se chiuso, e, in tal caso, il lavoro compiuto dal campo è la differenza 
di potenziale negli estremi della curva (contenuta in A). f è irrotazionale in quanto 


WEFye=1- (2224991) 
2 7,9) = EEE 
dy L+y-1 
_ 2r°y +29) 24 2a2y ty _ d=y 
(a+ - DE (+9? 1) 
wi+ye=I-r È. 
2h (5,9) = VERRI _ ye +y—y = 2 
T + y2-1 7 (a2+y2—1)î 
i ed. 


(22+y92-1)i 


Un potenziale U di Fi in Asi ha, imponendo 


dU 
ay l©Y) = fo(2,y) = NEO 
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e, quindi, 
U(: = xi/, 
(2,9) = a+ LIL U/(2), 
con gu 
— (2,9) = : dU. 
E) fe) — Sele) =0, 
cioé 


UG) = ear i. 


Pertanto, B è vera: 


L= (2,0) - U(-2,0) = 2v3- (-2vi= 43 


Alternativamente, possiamo calcolare L lungo la semicirconferenza di raggio 2 contenuta 
nel semipiano y > 0, parametrizzata da 


d(0)=(—2cos0,2sin0), 0€ [0,7]. 
L'orientamento p associato alla parametrizzazione ò è proporzionale a 
d'(0) = (61(9), 62.(9)) = (2 5in0, 2 così), 


conserva l’ordine degli estremi del tratto di parabola y = 4 — x? e si ha 


Lys) = 1(6, 4) = f < $i, p>ds= Jl11(6(0)8:(0) + Sa (60): 
dé 0 


Pt _ Av. 


l0=0 


7 
ii 2 i LI z = -2V3cos(0) 
= 0 - —= sin@ cos o] 2V3 cos( 
| [Faso 0+2V3sin via 


Esercizio 7.1.11 Il lavoro L del campo vettoriale 
F(x,y) = (20 +2), (a? + 2) A 
i i ici (0,0), (l0og3,0), 
lungo 9, frontiera orientata in senso antiorario del triangolo di vertici (0,0), (l0g3,0) 
ni eri D) L=6- log4. 
A) L=o. B) altro. ©) L= log(9)- 4 


servativo 
Il campo vettoriale assegnato FF è la somma del campo conserva! 
)= (2rexp(y); (2? +2) eP00): 


G(&,y) = (Gi(2, 4); 621,9) 


© del campo vettoriale non conservativo 


(Hi(2,4); (0) = (2exp(4): 9): 


H(x,9) = 


Infatti i. 
| 061 (5, y) = arexplo) = pr ©! 
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Pertanto, poichè y è un cammino regolare a tratti semplice chiuso orientato, 
L= [F= [(#+9)- [A=[hMMY0@. 
(mi) (mv) (me) Yr 


Si osservi che nella formula abbiamo usato la stessa notazione, 7, per indicare il SOStegno 
e la parametrizzazione della curva compatibile con l’orientamento. Inoltre, per l’orienta. 
mento v(x,y), (x,y) € 7, si ha 


__Y(0) 
(x(t), y(t) = Tor (c(t), y(t)) E 9. 


r= TO UTA UTA è l'unione dei tre segmenti 70) = [(0,0), (log.3,0)], 
T°) = [(log 3,0), (log3,log3)] e 7) = [(log3, log), (0,0)]. Il lavoro lungo 7°) è nullo 
poiché il versore tangente ha prima componente nulla. Siano 


TO(t) = (log36,0), te (0,1), 
T®() = ((1-t)log3,(1-t)log3), t€[0,1), 


parametrizzazioni di T‘!) e 708), rispettivamente, con orientamento compatibile con quello 
richiesto. B è vera, poiché 


L= [ATOM Md | TOMI! A 
TO) 789 


si fatte log(3) — 2og(3) exp((1— t) log 3)] = 2log(3)t + 6exp(-tlog(3))|z} 
= 210g(3) +2-6=log(9)-—4. 


7.1.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 7.1.12 Per il campo vettoriale (a, f € R): 


fem (F+i# E) 


+ ; - 
+9 1+r-y 2249 1+r-y 


sefinito su A= {(z,y) e R?\{(0,0)} : y-x< 1}, si ha: 
A) sea = B, allora f non è irrotazionale su A. 

B) sea=8=0, allora Î è conservativo su A. 
C) per ogni a, 8 € R, fè conservativo su A. 
D) sea = 6, 


allora f è irrotazionale, ma non conservativo su A.* 


Esercizio 7.1.13 Dato il campo vettoriale 


_[2x+1 -2r2-2r 
seme (Fu, (+1) ) 


INTEGRALI CURVILINET E LAVORO 


n 249 
definito ing {(ay) € R?: y< -1), 
4) si verifichi se /(x,y) è irrotazionale. 
B) J(x,4) è conservativo in £? Perché? 
c) Si calcoli il lavoro L di f(x, y) lungo la curva orientata di rappresentazione parametrica 
t=t+t 
(Rei: te [0,3). 


Esercizio 7.1.14 Dato il campo vettoriale 
f@©y) = (; 1 22, TI e + 2) — 
definito in2 = {(x,y) ER? : y<-1}, 
A) si verifichi se f (x, y) è irrotazionale. 
B) f(x,y) è conservativo in R?? Perché? 
C) Si calcoli il lavoro L di f(x, y) lungo la curva orientata di rappresentazione parametrica 


r=t°+2t, 
Tai te [0,3]. 


Esercizio 7.1.15 Dato il campo vettoriale 
2ry? 2 214 _,2 
S(,y) = (FER? aa 3) 
definito in R?, 
A) si verifichi se f(x,y) è irrotazionale. 
B) f(x,y) è conservativo in R?? Perché? 
arametrica 


©) Si calcoli il lavoro L di f(x, y) lungo la curva orientata di rappresentazione pi 


943 
È -28-4 Le[1,3] 


gati 


vettoriale 


+ Zay + 4Y 
fè conservativo? In c 


Esercizio 7.1.16 Dato il campo 


Î 2,42) = (22 + 0) + (82 
irrotazionale. 


E 2)k 

2-2) + (ey + Ayla — 329 
i caso affermativo si 
definito in R8, si verifichi se f è 


calcoli un potenziale di f. 
Si calcoli infine il lavoro L 


di f Jungo la curva orientata di rappresentazione parametrica 
di f lungo, 


r=tcos(t), 
| y= tsin(t), LE 0, 7). 
AT 


z ’ 
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Esercizio 7.1.17 Il lavoro I del campo vettoriale {= |c|yî+ z|e]j— y?È, lungo la Curva 
2249? +2=5,2= 2(x? + y°) contenuta nel semipiano 2 < 0 € con orientamento vi 


| 5 10, 
tale che Tfr -/) = (0,1,0), 
fio [20_5 B nf 0) 0. D) altro. 
A) aloe 3 3 


Esercizio 7.1.18 Il lavoro I del campo vettoriale 


d x 2y Y 1, 2x ) 
dia I 2+(3+ v5)22y92]' 


lungo il tratto di curva di equazione (-v5— 1)y = 2(x° — V5— 1) di primo estremo (0,2) 
v5+1 -v5+ 3) A 


e secondo estremo ( 


2 
n 1 5+v5\ 1-v5 
A) prog (° ant 5) ibe( Ò ): a. 
1 5-v5 4 
O) 31 (ii D) altro. 


Esercizio 7.1.19 Il lavoro I del campo vettoriale 
2y2 + 2x + 203422? 


Î= (120051212) a 14 (eva)? 


TA | cos(ry2) + Tosi 


lungo il segmento orientato da (1, v3, 1) a (va 3 z) vale 
T 

A) I=sin(-1)-sin(V3)+7-1- 5106(8). 

B) 1 = sin(-1) — sin(v3) — 7 -1* 

C) I = sin(-1)— sin(v3) — 7 + log(3). 

D) altro. Ì 


Esercizio 7.1.20 Si verifichi se il campo vettoriale 


2a 2y 
cgil 2 
1(2,9) Fri), 


è irrotazionale nel su 


Si calcoli 
infine il lavoro L di f 


o dominio naturale 


R?\{(0,0)} e se è ivi conservativo. 
(€,y) lungo la curva 


A n A ot rica 
orientata di rappresentazione parame tric 


{ T=0cos(0), 


y=0sin(9), 9€ 27,37. 
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7.2 Aree e Volumi 
Esercizio 7.2.1 L'area A della regione piana D ‘hi i i 
(4 Al PP) =0, vale racchiusa dalla curva y di equazione 


A) dl. B) 2a?. C) 4a?. D) altro. 


Parametrizzando Y in coordinate polari 


x = r(0)cos@ 
r>0,0€ [0,27], 


Y = r(0)sing, 
si ha 
sà 
r(0)?(r(0)? — a? cos(20)) =0 <> r(9) = aycos(20), 0 € Hi d U (fr ar] 5 
La risposta corretta è A poiché u 
x aycos(20) r 
A= f aedy =D fd { rdr = a? "I d8 cos(20) = a?. 
D -É Ù ui i 


Esercizio 7.2.2 Detti 


e 
S(c,y) = %y, 
si ha 
A) / f(x,v)drdy = log(3)log(2). B) f f(z,v)dxdy = 4log2. 
D D 
©) / f(x, y)drdy = 41083. D) altro. 
D 


L'insieme compatto D è la porzione di piano compresa fra le rette a = 1,3 e i rami di 
iperbole ry = 1,3. Usando il seguente cambiamento di variabile 


T=U, 
| da (u, v) € [1,3] x [1,3], 


di determinante jacobiano 


e 
hi 
DD 
a 
Il 
ziHo 
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Bab Lbonsao 


Figura 7.2: La porzione di piano S dell’esercizio (7.2.3). 


Si ha, infine 
33, 
xydrdy = —dudv = 4log(3). 
pense ila 


La risposta corretta è dunque ©. 


Esercizio 7.2.3 Sia S la porzione di piano z = —5x + V10y — 3, (x,y) € T oveT è il 
triangolo del piano (x,y), di vertici w = (0,0), x1 = (—-2,0), x = (1,—1). L’integrale 
i Jsy?do, vale 


A) 3; B) 1. DE D) altro. 


3 
T è un dominio normale di R? rispetto all’asse u, 
T={(uv)€ER?: -1<v<0, -2- 3v<u< —v}, 
ed S = ®(T) con 
Pu, 0) = (uv, —5u + VIOv — 3), (u,v)eT, 


e grammiano 7, 
N14, 0) = [l®Pu(u, 0) x ®s(u,0)]| = |I(1,0,—5) x (0,1, IO) = 11(5,—vI9, DI = 


Pertanto, la risposta corretta è B: 


fate fa CHO o 0 fn June ta 


-2-3v 
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NA SARAI 
RAT 
TELI 
TL 


Figura 7.3: La porzione di superficie S dell’esercizio (7.2.4). 
Esercizio 7.2.4 L’area A della superficie S di equazione 2z = x? + y?, individuata dal 
cilindro C di equazione x? + y? = 4, vale 


A) A=3n(6v5-1). B) A= in(65- 1). 
C) A= Cn(ov5 =i) D) altro. 


S={(x,y, 2) €R° : 22=1°+y?, 0° +4 < 4} 


è la porzione di paraboloide circolare interna al cilindro C. Per la simmetria circolare del 


problema, conviene utilizzare la seguente parametrizzazione di S, 


x = rcosì, 
y = rsint,  (r,t) € [0,2] x [0,27]. 
ri 

= 2 

Detto x + È 
i N s = —r(cos tî + sintj) +rÈ, 
y(r,t)=| cost sint r 
=rsint rcost 0 


il grammiano della parametrizzazione è 


varia rvi+ro. 


In) = 
Infine, la risposta esatta è A, poiché a 
AS fdo - f Inolea gufo FA 
{0,2)x{0,2] 


5 


3 


=2 < 
il _ sos 1). 


r=l 


= 2 (147°) 
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Esercizio 7.2.5 La massa M della porzione di superficie x° + y? + 2° = 3 con 


tenuta ne] 
A ; |xz ] 
semispazio 2 > 0, e di densità superficiale f(x,y,z) = 3-9 vale 
A)M=3. B)M=6. C)M=12. D) altro. 


Scopo dell’esercizio è calcolare l’integrale di superficie 
M= | f(,y)do, 
s 


con 
|cz 
S:= {(x,y,2) €R? : 22+y°+22=3, 220}, f(2,y,2)= Th 
Parametrizziamo l’emisfera S in modo da rendere l’espressione della funzione integranda, 
f(x,y, 2), la più semplice possibile e agevolare i successivi calcoli. 
Ad esempio, si ponga S = Sy U S_ e si parametrizzino 54 come segue, 


x = rcos(é), 
y= +v3-r9, (7,9) € [0, v3] x [0, 7], 
z = rsin(0), 


dove la limitazione sull'angolo 9 segue dalla condizione 2 > 0 
Il gramiano vale, rispettivamente, 


" jfaa* +02 Ue)? __rv3 
36,9) ar dro A 


e, quindi, per la simmetria del problema si ha 


Infine, per la massa M si ha 


M=2 | jdo= 2/3/ f  |cos(6)sin(0)_—drd9=6. 
S4 10, .v3] v3-r 


La risposta corretta è quindi la C. 


ti Il volume V dell ‘insieme 


A={(c,y,2) e R? isdogiszica astuysbh ed 


vale 


T 7 1 
A) Tui B) 37 (©) Sr 28 
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L'insieme A di cui si richiede il volume è la porzione d 


di raggio r = 1 e R=2e contenuta nel primo otta 
elementare si conclude che 


i calotta sferica compresa fra le sfere 
nte. Pertanto, con un procedimento 


Va 3 (Far - a) = or 
Verifichiamo il risultato usando la parametrizzazione in coordinate sferico-polari dell’in- 
sieme A 1 = psin(0) cos($), 
y=psin(0)sin(@), , (9,0,9) € 11,2)x 0,5] * [0.5]. 
= pcoel(0), 
Si ha 


n/27/2 2 n/2 


2 
v= / dedydz = / / / P sin(9)dpdBdé = 5 / Pdp i sin(0)d0 = in. 


Allo stessa conclusione si giunge parametrizzando A in coordinate cilindriche 
x = pcos($), 
y=psin(9), ; (p,h,9) € B, 
z=h, 


dove # Pa 
B= {(o,h 6) eR*xR*x 0.7] 13#+#<2. 


Si ha, infatti, 
T=R 


2 1 vi T 
Vs [nto 5 (fa I pdo- [dh I n) te 


La risposta corretta è dunque A. 


Esercizig/7.2.7 i volume V dell’insieme 


21,242 <25, 1°+2°> 9, 
A {ay a) Rit t* 5 


Da 5 D) altro. 
42, dla dae 

Î i è rzione di spazio interna alla sfera 
nn siueT ti retto di centro l'origine e raggio 


L'insi uni 
insieme compatto A di cui sì dro circolare 


di centro l'origine e raggio 5 ed esterna al cilin 


| 
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del disco di base 3. Data l’evidente simmetria assiale rispetto all’asse y, parametrizziamo 
A in coordinate cilindriche 


r=pcos(d), 
y=h , (ph 6) € B, 
2 = psin($), 
dove A a oa 
B= {(p,h,6) € R* x R[0,2n], p°+h2<2î7° > 9}. 
Si ha, dunque 
5 V25-P? 
Ve Jdxdydz = f papdhdg = 27 | dp ti pdh 
A B 3 Jap 
"ae 
_ tro sal _ 256 
= tr fo -do=2n| 3(25 p°) ia 37 


La risposta corretta è dunque A. 


ba Il volume V dell’insieme 


A= {(r,y,2) € RÎ : 22+y°+22<9, V+2<5), 
vale 


38 45 
A) gt B) r. Cc) 3° D) altro. 


L’insieme compatto A di cui si richiede il volume è la porzione di spazio interna alla 
sfera di centro l’origine e raggio 3 ed interna al cilindro circolare retto di centro l’ 
e raggio del disco di base v53. Data l'evidente sim 
parametrizziamo A in coordinate cilindriche 


origine 
metria assiale rispetto all’asse 2, 


c=h, 


Y=PCOS($), , (0,h,d) € B, 


z= psin($), 
dove 
B= {(p.h,6) € R*xR[0,27), 24 42 


<9, p° < 5}. 
Si ha, dunque È } 


_ E _ vB 9-p? ME 
V= fede Arad a) È pdh fe 9 — pp 


22 AREE E VOLUMI 


La risposta corretta è dunque B. cas 


Figura 7.4: L’insieme B dell’esercizio (7.2.9). 


Esercizio 7.2.9)11 volume V dell’insieme 
" 2 
A= {(x,y,2) RS : 2°+49° < 2°, 2° 449° +22 <38} 


vale 
A) gra -1). B) È 8 (vE-1. = 0) GI. 


orione di spazio interna all’ellissoide a 4 
22 Parametrizziamo l'insieme A con le 


D) altro. 


L’insieme A di cui si richiede il volume è la pi 
4y? + 22 = 8 e al cono di equazione x? + dy? 
coordinate 


x = pcos($), 
T 
y= Bin), (ho eb [a]. 
z=h 
con 
p+ he <8,p < In} 


B={(hMeR'xR: 


Si ha, infine 


2 i 
V= facagaz= 5 [ded sti 
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Figura 7.5: L’insieme A dell’esercizio (7.2.10). 


La risposta corretta è dunque B. 


Esercizio 7.2.10 Il volume V del compatto 
A= {(x,y,2) e R? : 39° +22 <xr < /6- 392 — 222}, 
vale 


9 11 9 
A) 2r- pro. B) 4r- TRAGI C) 47+ dave. D) 2r+ AG 


L'insieme compatto A di cui si richiede il volume è la porzione di spazio compresa fra il 
paraboloide x = 3y? + 222 e la porzione di ellissoide x? + 3y? + 222 = 6 contenuta nel 


semispazio r > 0. Si tratta evidentemente di un dominio normale rispetto all’asse 2. Si 
ha dunque 


V6-399-222 
= , = = - 22? 
V= fdrdydz = f dyd ( Le, de) = f dydz (8 +20 - (6-3 22). 
A B B 
con 


B= {(y,2) e R? : 34° + 222 < 6, 34° +22° < /6— (392+222)} 


Operato il cambiamento di coordinate 


p 


y= Vi cos($), 
P » (0) €]0, v2[x[0,27], 
= (0): 


si ha, infine, 
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di, 
Mizzz ZA DA 
i, TX (e {Ei AA 


i /Ò NN 
MR tif] IT 


TANO 

i Vo n) 
i i dl 
va 


Figura 7.6: L’insieme A dell’esercizio (7.2.1). 


La risposta corretta è dunque B. 


Esercizio 7.2.11 Il volume V dell’insieme compatto A delimitato dalle superfici 
r=1-5y?, r=5y°+52%, 


vale 
A) vV2r/20. B) 5v27/8. C) v2r/10. D) altro. 


porzione di spazio SODIpIERA fra il 


L'insieme compatto A di cui si richiede il volume è la J 


cilindro parabolico con generatrici le rette parallele all’asse 2 di equazione x = l — 6 
e il paraboloide ellittico 2 = = by? + 522. Si tratta evidentemente di un dominio normale 


rispetto all’asse 7 
A= {(x,y,2) ER* Bi 5y° +52 
di equazione 10y? + 52 


2<r<1-5y°}, 


valli 2 = 1, Si ha dunque 
con B insieme dei punti interni all’ellisse 


V= tisi = (ao ie da) - fas — 109° — 52°). 


Operato il cambiamento di coordinate 


y= L= coso), 
si vio NE , (09) €J0, 1[x{0; 27], 
ge init 


Si ha, infine, 


2 v2 
i 4 Mi 
SERGI / p(1- A) (/ DI 20” 
v=73\/ / 
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La risposta corretta è dunque A. 


Figura 7.7: A sinistra la porzione dell’intersezione fra il cilindro e il paraboloide compresa 
fra i pianiy=0,y= 20, z=0, a destra l’insieme C dell’esercizio (7.2.12). 


Esercizio 7.2.12 Il volume V dell’insieme 


A= {(x,y,2) ER? : 2° 42° <6V2z, 0<y<22+2} 
vale 


A) 4867. B) 967. C) 2167. D) altro. 


L'insieme compatto A di cui si richiede il volume è la porzione di spazio delimitata dal 
piano y = 0, dal paraboloide y = x? + 22 e dal cilindro a sezione ellittica con generatrici 


parallele all’asse y, 2° + (z — 3v/2)? = 18. Si tratta evidentemente di un dominio normale 
rispetto all’asse y 


A= {(x,y,2) €R?;0<y<x°+2?, £°+(2—3v2)? < 18}. 
Si ha dunque 


22422 


Va ai bi 242), 
/ dedydz / se:( / 4) / dedz(a° + 2°) 


B= {(x,2) € R? : 2°+(2-3v2)? < 18}. 
Operato il cambiamento in coordinate polari 


Î 2 = pcos(d), 


2= psin(d), 


con 


» (9,9) EC, 


TCS ie” | 
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con 
C={(0,9) ER* x [0,27]: p < 6Vsin(9)} 


0 


I 6V2sin($) 

V= | dé "dp | = la 

| È; pdp | = 1296 J sin'(d)dò = 4867. 
0 


La risposta corretta è dunque A. 
Alternativamente, operato il cambiamento di variabili 


r= peos(t), 
ali » (0,9) €]0, VISIx[0, 27], 


si ha 


viB 2r 
v= ti pdp ( / dt(p? + 6v/Zpsin(t) + 9) — 4867. 
0 0 


; 9 , e 
Figura 7.8: La porzione dominio normale A contenuta nel primo ottante dell’esercizi 


(7.2.13). 


Esercizio 7.2.13 Il volume V di 
A={(my, A) €R° © 352 + 122° 29, 22 +122° Sy $18) 
= 27% ° 


ma a D) 817/4. E) altro. 
) 107r/4. B) 27r/4. ©) 57r/4. 
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L'insieme compatto A di cui si richiede il volume è la porzione di spazio delimitata dal 
piano y = 18, dal paraboloide y = 3r° + 122? e dal cilindro 3r° + 122° = 9. Si tratta 
evidentemente di un dominio normale rispetto all'asse y e si ha dunque 


Va f dadyde = fard Î .) = fard (18 — 3 — 122?) " 
A B B 


241222 
con 
B={(x,2) € R?° : 3<x2 +42 < 6}. 
Operato il cambiamento di coordinate 


r=pcos(d), 


, (9) € [v3, v6] x [0, 27[, 
= E sin($), 


2 ve 27 
v= foò (fo e vl) =" 
3 


sì ha, infine, 


o 
La risposta corretta è dunque B. 


Figura 7.9: Il dominio normale D dell’esercizio (7.2.14). 


Esercizio 7.2.14 Il volume V della regione A contenuta nel semispazio 

2 2 0, individuata dal cilindro x? + 42? = 16 e dai pianiy= 0, r+y = 2, vale 
v3 16 

A) 12r- B) 167. C) +7+8V3. D) altro. 

A è un dominio normale rispetto al piano xz: 


{(x,y,2z) € R? : 2> 0, y>0, r+y<2, 22 + 422 < 16} 


{(r,2,y) € DxR : 0<y<2-3}, 
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dove D = {(2,2) 2 
= :2)€ R è 
20532, 22442 


{ener 


C è vera poiché, per il teorema di ridu 


< 16} 


A<5<9, VESPEGRI gV16- si, 
zione degli integrali ns. si ha 
2-2 4 3vi6 


v si dedydz = / drdz / fe / gg 
0 


U) 


dove, nel primo integrale, effettuando il cambiamento di variabile 


t=4Asin(t te |--,, 
(6) | 26 
si ha 


4 ti li 
f aev 16 — ©2 = 16 pi dt cost =8 J dt[1 + cos(2t)] = da +2V3, 
2 -$ -j 


e; per il secondo integrale, si ha 


1=2 


fut vi#=4 =(16-29)Ì 


la=-4 


‘esercizio (7.2.1 5): 


dominio normale B dell 


i .10: Il ja 
desde A individuato dalle superfici 1° 4 
esso 


conni 
Esercizio 7.2.15 Il volume L del compatto 


= Ber 4y244=2?, vale )L i D) altro. 
343 C) L= i 
A) 76, )L= FT 
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L’insieme di integrazione 
A={(r,y,2) € R? : 2° +y°<5, r+4°+4> 22}, 


è un dominio normale rispetto al piano Ty simmetrico rispetto all'asse 2. Mediante il 
cambiamento di variabile alle coordinate sferico-cilindriche 


x = rcosì, 
®(r,0,h)=} y = rsin9, r>0, 0€ [0,27], hER, 
= 


si ha A= ®(B), con 


B= {(r,9,h) € (0,+00[x[0,2m]x R: r< v5, Ih}< vr+i). 


Infine, A è vera, poiché 


2 v5 +7 v5 
Le d drdydz = / rdrd9dh = / do x rdr / dh=47 / evi Far 
A B o 0. Var dò 
E ON | pig 
= (4+r fg "ge 


TEN 


Figura 7.11: Il dominio normale T dell’esercizio (7.2.16). 


; e 
Esercizio 7.2.16 Detto T = {(r,y) € R?:1<r2+ y <4, x > max(0,}}, il volum 
V dell’insieme {(x,y,z) € R? : (r,y) € T, |: < 842}, vale 


15,, 15 
A) altro. B) 7(27-3). 0) 7(6r-2). D) 5(27 - 3). 
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T è una sezione solida di una corona circolare. Medi 7 
coordinate polari, T = ®(B), con ‘ante il cambiamento di variabile a 


T = reos(g), 
P(1, 6) — Î >0 
y = rsin(g), PEA patti 
B={(9) €R*x[-m7] : 1<7°<4, cos(é) > max{(0,sing} = [1,9 x -5 lu 
L'insieme di integrazione è pertanto 


A={(r6,2) € BxR: |z|<8r2sin?(d)}. 


Quindi C è vera, poiché 


sy 8r? sin2(4) : 2 
v= fard È a si s 
i UL dz pe Lo dz n, sin (46 fr dr 


= 30 f(1- cos(29))d6= 2 (8 9). 


Esercizio 7.2.17 Il volume V dell’insieme 


A= {(x,y,2) e RS: 2° +49 < 22, 2°+9° +22 < da}, 


#(x-8)  BI(r-3) Oi(rt3) Dato 


Aè un dominio normale rispetto al piano xy, costituito dall'unione di due domini normali 
disgiunti di uguale misura: 


A={(r,y2) € DXR: 24 << 1-9 + Ae} 


={(r,y) € DXR: WEFSTESTNITRE CEST) 
2€DxR: —fr+ ade), 


U{(2,9, 
dove 


2 2 
D={(r,y)€R°: 4g <i> {(y) e R? | (a 1)°+9° < 1). 


Pertanto Wise Sarà 


v= f ardua = | ded NI dz+ | dedy 
si D VERA D — 42-22-92 


dz 
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Var. x2- 
=2 f ardy ahi "n — 2 f drdy [var —r-y-Vr+ v] A (72) 
D [x D 
Per il primo integrale in (7.2), mediante il cambiamento di variabile 
= 24+r005($), 
Pr, 6) = r>0, gd € [0,27], 
= rsin(d), 


si ha D= ®(B), con 


B= {(r,6) € [0,+00|x (3 ] renti 


e, infine 


DI 


Vv 


f acdyia -—x2-y2= Jrardgva= 7? — = Je(1 ha "vir 
D 


B 
(7.3) 


ÎG-Huna)w-3 (0-9) 


x 


2 
Per il secondo integrale in (7.2), mediante il cambiamento di variabile 


T rcos($), 
Y(r,d) = r20, de [-7, 7], 
y rsin($), 


Il 


si ha D= Y(C), con 


C = {(7,) € 0, +00lx [-5,5] : 7 < 2cos(@)}, 


_ si _ 5 2cosò _8 5 _32 
Va = fedi? +y? lim | dò (’ Jr è) = J cos'(@)dé 


3 9 
da s (74) 
Infine, A è vera poiché, sostituendo (7.3) e (7.4) in (7.2), si ha 
16 4 64 16 8 
V=2M+ = (1-3) = (0-3) 
ii i a 
x 4È < 
Esercizio 7.2.18 Il volume V della porzione limitata X, del cilindro (solido) 55 +16 


1, contenuta nel semispazio x > 0, e individuata dai pianiz=0,y=0,y= 3a, “ale 
A) 100. B) 200. C) 300. D) altro. 
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x ci » 4 267 
L'insieme di integrazione è un dominio nor; 
male rispetto al pi 
piano xy e 


x-{@uaere Cad, 
25 19120 0<y<8:>0} 


-{@mep 3 0<e<ivE=#} 

dove | 
D={(x,y)eR?: 0<r<5,0<y<35} 
B è vera, poiché se 


5 3 $ 


v= fard vai | 
"i sipie= [e [o / den [VA = 100 


Figura 7.12: Il dominio normale D dell’esercizio (7.2.19). 


Esercizio 7.2.19 Il volume V dell’insieme A = {(®,y,2) € R°; 2° +y2+22 <4, 3y< 


T° + 22), vale 


Aè un dominio normale rispetto al piano 72 con asse di simmetria l’asse y. Conviene 
utilizzare le coordinate sferico cilindriche per calcolare V: A = P(B), dove 


x = rcosì, 

R 

bici PANE RI 
z = rsinì, 


+ mase(0, 30} < 7? < 4-88} = Dx 10,271, 


B= {(1r,h,0) € [0,+00|xR x [0,27] 
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con 
= {(r,1) eR*x-2,0]: 0<r<vî=R}U{(r,h) e R*x00, Il: IVh<r<4-k}, 


poiché, 
3h=4-h?(h>0) «> h=1 


Infine, C è vera poiché 


o var VARE 
v= / deddz= / rdrdhd0 = 27 I rdrdh = 27 f dh / rdr+27 | dh I / rin=. Dr 


7.2.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 7.2.20 Il volume dell’insieme 


{(x,y,2) e R? : 2° +y°+2° <4, x+22> 1}, 
vale 
A) 6v27. B) 2V3r. C) 4V37.* D) altro. 


Esercizio 7.2.21 Il volume dell’insieme 


{(x,y,2) ER? : 22 +y°+22<25, y°+22>9} 
vale 


A) 256 


64 81 
dr*. B) 3 Cc) CHI D) altro. 


Esercizio 7.2.22 Il volume dell’insieme 


{(2,y,2) ER? : 2°+99+22<9, 722422<5} 
vale 


38 76 45 
sh ge B) 3r* (9) pmi D) altro. 


Esercizio 7.2.23 Il volume dell’insieme compatto 


A={(y,2) ERÎ : 22442> 249, a +42 +422 < 12} 
vale 

60 
A) Vin. B) Sin. 


20 
e) gin D) altro. 
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Esercizio 7.2.24 Il volume dell’insieme compatto 


A={(7,4,2 e R3 : 2524 2 2 
{( ’ 12) IL 4z > y +2, 2? 2 422 < 12} 
vale 


10 Lo 20 
A) AA B) gVion* Cc) Fin. D) altro. 


Esercizio 7.2.25 Il volume dell’insieme compatto delimitato dalle superfici 
2x°+3y°=10, 2x2 +39 -2=2 


vale 


64 32 
A) gra. B) TAG: Cc) da 3.4 D) altro. 


Esercizio 7.2.26 Il volume del compatto 


{(x,y, 2) € RS : 40° +39° +22 < 6, 2 <4r° + 34°}, 


vale 

5 16 
A) pIvB+ 2rV2.* B) 2rV2- grv3. C) 37 3. 
D) 2vDr + onvA. E) altro. 


Esercizio 7.2.27 Il volume dell’insieme compatto delimitato dalle superfici 
3524 2g?=2+4, 30°+2)= 22-55, 


vale 


A) GrvG. 5) eri - 5/9nV60.* c) 6rV/6- 49/36rv60. 


D) 7rv6. E) altro. 


Esercizio 7.2.28 Il volume di 


bi a<2,6<yS12), 
A={y2) ER: 


+2 2 
vale 


37. 
A) 24157. B) 12r. Ci 


D) 9 - 2% E) altro. 
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Esercizio 7.2.29 Il volume di 

A= {(x,y,2) ER? : 2° +34° +22 <9, £°+39°>2°+1), 
vale 
A) 16V37/3. B) 64V37/9.* C) 32V37/3. D) altro. 


Esercizio 7.2.30 Il volume del compatto 


A= {(,y,2) ER? : 3r° + 622 < 29°, 3x° +24° + 62? < 10}, 
vale 


A) Donvito. B) fr 5. (©) rv v5). 


D) 2on(vio- vV5).* E) altro. 


Esercizio 7.2.31 Il volume del compatto 


A= {(x,y,2) ER' : 5r° + 392 + 222 < 12, 5x2 +39 > 4-22}, 


vale 
A) grvis. B) (4 tV) 0) ar r(V6-2). 
D) sr 5 È x ve). E) altro. 


Esercizio 7.2.32 Il volume del compatto 


A={,y,2) € R' : 31°+29>32, 32° +29 <2- 2}, 


vale 
A) 127rv6/312. B) 125rv6/324.* C) 144rv6/333. D) altro. 


Esercizio 7.2.33 Il volume del compatto 


A={(x,y,2)cR? : 34° +422>a?_1, 3y° + 422 <5- x}, 
vale 


A) 397/2. B) 13rv3/4.* C) 38rv3/9. 
D) 527v3/9. E) altro. 
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Esercizio 7.2.34 Il volume di 


A= {(x,y,z) € R? : 3r2 45 2 
7 16, 30° 4522 > 69244} 


vale 

A) 16v30r/15.* —B)8v30r/15.  C)6vT0r/5 
T/O. 

D) 12v107/5. E) altro. 


Esercizio 7.2.35 Il volume dell’insieme compatto delimitato dalle superfici 


2 
4x2 +39? — 22=2, 8r2+692=2?, 


vale 
8 16 

A) =nV3- —rv2. 8 4 16 8 
3 7 mV2 B) grv3- grvo* 0) Frv?- grve. 
8 4 

D) grv2 + grv3. E) altro. 


Esercizio 7.2.36 I] volume del compatto delimitato dalle superfici 


r=6-49°, r= 49 +22), 


vale 
A) 2v6r. B) 8v6r. C) 187. 


Esercizio 7.2.37 Il volume dell’insieme compatto delimitato dalle superfici 
352 4 y2 +22 < 16} 


A={(x,y,=) € R' : gr +9 241 
vale 
128 64 
AA Gr DVI 157.* B) 3 6T- 3 157. 


9° Ven — 2 Von. D) altro. 


D) 9/2r.* E) altro. 
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Esercizio 7.2.38 Il volume dell’insieme 


{(c,y,2) e R : 2° +259°> 2, r2+ 254° + 2° < 18} 
vale 
72 75 
A) av? -1). B) LAI Cc) TAZI D) altro. 


Esercizio 7.2.39 Il volume dell’insieme 


{(1,y, 2) ER? : dr? 49° +22<9, dr +42< 24°} 


vale 


A) 6r(3+ v3). B) 6r(3- v3).* C) 37(3+2V3). D) altro. 


Esercizio 7.2.40 Il volume del compatto delimitato dalle superfici di equazione 


ato 

x=3-! e x=22+1, 
vale 
A)4 (È) D) 3r(1-È) 


Esercizio 7.2.41 Il volume dell ‘insieme 


A= {(2,y,2) € R? : 2 +39<2, +39 +22 < 3), 
vale 


A) 202- V2)r.* B) Lv - 1)m. (e) 8-9, D) altro. 


Esercizio 7.2.42 Il volume V del solido 


{xy 2) ER? : 0<2,9,2, 0<r+y+2<4,} 


256 224 128 
A) a B) 7. 9) D) altro. 


RALE 


1:3, FLUSSO 
Esercizio 7.243 Il volume dell'insieme 
= {(2,y, 55 | 
: VA) ER! : 32° < 24 <6), 


vale 


dr. B) 6V83r. - 
A) TIVALI ) 6V37 C) 8V27.+ D) altro. 


Esercizio 7.2.44 Il volume V dell’insieme 


A={(2,y,2) ER : 22+34°42<1,2432> 2), 


vale 
A) altro. B) Sa C) Dr D) DI, 
7.3 Flusso 


Esercizio 7.3.1 Il flusso I uscente del campo vettoriale 
f(x,y,2) = i+ +28, 

attraverso la superficie x? +y° + È. = va vale 

A) 0. B) altro. C)-7 2 7R8. D) FT 


Per il teorema della divergenza, detta U la normale esterna a $, si ha 


1= f/<f,0> do= f,civFardude, 


" 2 1,4 2 
S= {(r,y,2) eR' + r+y° +2 = R°} 
2 2 2 
v= {a yz 2) eR : r+y°+2 <R°} 
divf = 3° + y+ 29). 
i cartesiani, conviene parame- 


Poiché V ha simmetria sferica rispetto all’origine degli assì © 


trizzare V in coordinate sferico polari 


x = rsin0cos è, 
®(r,0,9)} y = rsinosino _ #(0,R] x 0,7)» 19,271). 
z = TCos CA 
Infine, D è vera in quanto 
d: divf(2(7 0,6)? sin(0)drd0dg = 
3 ivf dedydz = 
È "fi da PR (0a< (0.271 
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n 


do Tag far art sino = Ser [sinodo = Pnp 
Er paga 


Alternativamente è possibile calcolare direttamente il flusso del campo f, attraverso la 


superficie orientata Y: 
J <Î,0> do, 
>] 


ove © è il versore normale a Y, nell’orientamento prefissato. 
Nel caso attuale Y è l’incollamento delle due superficie cartesiane Zi, Za, di equazioni, 
rispettivamente, 


2=R°-2-%, n=-yR-22-y9, +9 <R°, 
con vettori normali, nell’orientamento indicato, rispettivamente, 
îi=(-02,-0y2,1) ed fi=(-022,-dy22,1). 


Poichè, 
dz -r ola —y 


dr — 7 -y? = ===> 


indicato con F il flusso e con D il cerchio x? + ; < R? sul piano z=0, si ha: 


P=f Br anig+ f [Tan day 


é 24 y' 
li tr ce 2 92 23/2 _ 
/{ o + oa +(R°-x°-y°) fado 


(passando alle coordinate polari { TTCPO8P.  )<p< <p< 
p y=psinv, <p<27, 0<p<1), 


A 4 in 
2 | {a LA (R°- PÌ pddo 


(D'={(0,p): 0<p<27,0<p< R}), 


san] vo 
0 
Osservato che 


2 2 


3 
cos' pdp = cos? pdp = fer cor 
[ i/ PEPE di ciel * 


73, FLUSSO 


275 
ri 37 2 
sin! (i RR, 31 =%026 
fsintiadio = 7 fsintidp- è | 1200820, _ 3a 
Ù) 4 4 D dg = re 


î) ; 
pi Da: = ad 2 AA 
i, vIE- me J dp Vie pap- SAVIZITET, i; PR — pedp, 
a/r p ui 24 (R2_ 2883 p 2 
fore edo 3] Pal PeR RAT [- A dn 


, , 1 
J PR? — Pap = (e - PPP, 


si ottiene 
= R_ 8,5; 


è 8 

clint rt 8 
[reato ala 
In definitiva per il flusso F si ha 


378 ps 9378 ps, 


F=275 4 15 5 5 


Esercizio 7.3.2 Siano p 
Î (214,2) = avi +9} + 28, 


A= {(2,y,2) ER: 2r° +42 +22 < 1} 
e (0A, è) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. 
Si calcoli ivfardydz e D(£,Y,2). 
li ci colino [ff divfie ydz e D(£,Y ) 


Per il teorema della divergenza, detta © la normale esterna a S, si ha 


1= [<To+-do= [f|,avFentoia 


| 
dA = {(x,y,2) eRÌ : 2024499 + 2 n° 1} 
divf=3y+1 
Poiché A ha simmetria clindrica rispetto all’asse ©» conviene P: 


Nate cilindriche h, 
x , 


rcos(d), (79. DIAZ 


arametrizzare A in coordi- 


Il 


(7,9, h){ Y 
rsin($), 


Il 


z 


c + dI40< 1} 
ia A=%(V) v= {ng eri ar R 2 HOeu 


Per l'integrale richiesto infine si ha 


de J divf drdydz = / divf(9(r, 9, h))rdrdhdò = 
A 


i 
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1/y2 1-2h: 
= ti dh ti er [4 (3r2 cos($) +r) = 20, 
—1/v2 9 


Infine, una rappresentazione della normale esterna a dA si ottiene osservando che 
fi(r,y,2) = (4r,2y,2z), (x,y,2) c DA 


induce un orientamento compatibile con quello associato alla normale es 


terna È poiché 
< ti(x,y, 2),î >> 0 per ogni (x,y, z) € dA conr>0. Si ha dunque 


ti(x,y, 2) 


A = renali 


(x,y, 2) E dA. 


Poiché 


Il, y, 2)|| = V16r2 +4y? + 422 = 2/42? +y°+22=2V222+1, (x,4,2) €94, 


si ha 


= 2xr y È 
14,0) = A » (7,42) € 0A. 
2£,4,2) (de Fina) (21,2) 


Esercizio 7.3.3 Siano _ 
Î(7,y, 2) = 2aî+3yî, 
A={(2,y,2) E RÎ : 27° 449° +322< 4} 
e (0A, ©) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino J f, f, divfardyd: 


e D(1,Y, 2). 


Per il teorema della divergenza, detta è la normale esterna a S, si ha 


I=/, <Î0> do = ff, divfardyaz, 
con 
9A = {(x,y,2) e R° : 2x° + 4y? +32? = 4} 
divf= 5. 


ide 
Pertanto l’integrale / vale 5 volte il volume della porzione di spazio contenuta nell’ellisso! 


dA, 
40 
fe 5/, dxdydz = are. 
A n 
Allo stesso risultato si perviene parameterizzando A con il cambiamento di coordinate 


cz = h, 


G(r,h,6)} Y = 50os(0), — (1, 0,1) eV 


BI 
Il 


FASO). 
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con 


A=®(V), V= 
PIV), V= {(1 dh) E R* x [0,27] x R : 242472 
Per l'integrale richiesto infine si ha ” #7°<4). 


I= | divf dedydz = Lf 
/ ya Vi | divs (007, ))raratto 


n Va 22 2 
Òò J * 
= dh dr | dòr = 40, > 
<7nvV6. 
vi | | gere 


2V3 
Infine, una rappresentazione della normale esterna a 24 si ottiene osservando che 
îi(x,Y, 2) = (42,8y,62), (1,4,2) € dA) 
induce un orientamento compatibile con quello associato alla normale esterna # poiché 
<îî(r,y,2),i>> 0 per ogni (x,y, 2) € 9A con x > 0. Si ha dunque 


nie 
May 2) (1,y,2,) € dA. 


D(x,y,0)= 73 
IE = Tav a 


Poiché 


[lîi(x,y, 2)I| = V1622 + 6492 + 362? = 2/4? + 1642 +92? — 2/84 892 +32, 


con (7,y, 2) € 9A, si ha 


ù 27 4y 32 
i(r,y,t) = x : > 
) (F Tapas VEFBA+ 32 VB+84 + n) Gesta dA. 


di equazione 1° +4? = 22-4, compresa nel 
5. Il flusso I del campo f = ri+yj-3zk, 
(0,0, 1) vale 


Esercizio 7.3.4 Sia Y. la porzione di superficie 
semispazio 2 > 0 ed interna al cilindro 22 +9? = 
attraverso la superficie © con orientamento È tale che 2(0,0, 2) = 
232 18 
(eZ aj e) Fin. D) altro. 
3 3 3 
golare con bordo con parametrizz 


x = Vr = 4088, 
vr? -Asin 0, (0) E [2,3] x (0. 27). 


Y è una superficie re azione 


(7,0) = | V 7 


& = 1 


arametrizzazione è proporzionale a 


L'orie n 
orientamento associato alla p 
“ jÌ K 


1 
E] rsin0_ | _ _ 7 i(cosdì + sin0)) +78 


pa SA 
iii Sei dos0 1 


)j + (19) 


= =s(r,0)î — y(r,0 


enne 7 
ve i} 
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Figura 7.13: La porzione Y di superficie dell’esercizio (7.3.4). 


ed è compatibile con l'orientamento ©. B è vera poiché 


sa J <f,0> do = i, [-22(r,0) — y°(r0) — 322(r0)] drd@ 
DI [2,3]x[0,27] 


Figura 7.14: La porzione di superficie £ dell’esercizio (7.3.5). 


5: . = e 
Esercizio 7.3.5 Il flusso I di f = (y+ 2) +yî+ (r+vy)R, attraverso 2 = {(T:Y ) 
R3, y= x° + 22,1<y < 4}, con orientamento © tale che < î,j-> 0, vale 


A) sr. B) 0. Cc) Dn D) altro. 
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Parametrizzando Y tramite 


R 
Il 
4 
è 
[e] 
A 
È 


P(7,0) = 


CS 
Il 
< 


(n, 0) SÌ [l, 2] x [0, 27], 
z = rsin(0), 
con orientamento proporzionale a 


î i) k 
cos(0) 2r —rcos(0) |=2r?cos(9)î — r + 2r? sin(9)f 
—rsin(09) 0  ricos(@) ATE 


non compatibile con è, A risulta vera poiché 


fe J <f,p> do =- È (2((1(1,0) + 2(70))r? cos(0) — y(r,9)r 
» {1,2]x[0,27] 
2r 2 
+2(x(r,0) + y(r,9))r? sin(0)) drdî = fatana — 2 cos(0) + 2sin(0)) = 155. 


) = 2°î+2%] + y°&, attraverso la porzione 


Esercizio 7.3.6 Il flusso I del campo Î(,4,z 
] primo ottante, con orientamento 


S della sfera di equazione x? +y? + 2? = 2, contenuta nei 
È tale che < è,& >> 0, vale 


3 3 
A) gr. B) 0. C) altro. D) {7 


Calcoliamo il flusso di / attraverso 5 usando il metodo di Gauss. Poiché div f = 0 e dè 
l'orientamento di S compatibile con quello canonico, per il teorema della divergenza si ha 


3 “ i 
fForan- Lf <hardoe | dFindeno 

ri i=lg, v 
dove abbiamo usato la convenzione è = Î, è = j, 8 = fi Pertanto 


3 ? 5 
t= fufa] (7.5) 
s 


il5, 


do , 
ve ++ <2), 


:2x20, y=0, 220, 
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Zs={(2,4,2) ER? : 2=0, 2° +97 <2}, 
e l'orientamento canonico di L, è —é;, = 1,. Fo: 
Detta ® : [0, v2) x p, di + R' la parametrizzazione di Li, 


z=0, 
®.(r,0)={ y = rcos@ 
z = rsin@, 


con orientamento indotto È} proporzionale a 
è è2 eg 
0 cos(0) sin(0) | = rî, 


0 —rsin(9) rcos(9) 
si ha 


. va 3 
I nu <fe1> do = / 22(r, 0)drd6 = [dr [ dor®sin(0 = 
1 


(0,v2]x [0,3] 
Analogamente, per Z parametrizzata da ®, : [0, v2) x p, 5] + Rf, 
T = rcosì, 
P2(r,0) = y = 0, 


z = rsino, 
con orientamento indotto d9 = è», si ha 


n= {<i> do- si 
e, infine, per Y3 parametrizzata da ®3:[0, v2) x po, di + R3 
2 ) 
X = rcosì, 
(7,0) = Y = rsing, 
z2= 0, 
con orientamento indotto È3 = è3, si ha 
h=/<£ex>do=7 
Èa 4 
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GRALE 


(7.6) 


(7.7) 
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pè vera poiché, sostituendo (7.6-7.8) in (7.5) si ottie 
. tiene, 
I=h4+L bIs= 77. 


Alternativamente, si può calcolare direttamente i 
Htamente il flusso attrav 
| traverso S. Detta 
x = V2sin(0) cos($), 


®(0,6)= i y = v2sin(0)sin(d), 6,6) [0.5] x [o.5]. 


2 = V2cos(@), 


la parametrizzazione di S con orientamento proporzionale a 
É 


(3] 2 €3 
V2cos(0) cos($) v2cos(0) sin($) —v2sin(0) 
— VZsin(0) sin($) v2sin(9) cos($) 0 
= 2sin?(0) cos($)è1 + 2sin2(9) sin(9)é2 + 2 cos(0) sin(0)è3, 
compatibile con quello assegnato, si ha 
1= J <fa+=2 / (200,6) sin?(0) cos(0) + 2°(0,6) sin? (0) sin(d) 
n [o.5]x[0.5] 


3 3 
412(0, 6) cos(0) sin(0)) d0d6 = 4 f do f dò (cos*(0)sin*(0) cos(0) 
d d 


+ sin*(9) cos'($) + sin*(9) cos(0) sin*(0)) dado mr 


e di superficie cilindrica 1? + (4 — 1)? = 1, limitata 
di rot f attraverso (£, d), dove 


—zj+yò, vale 


Esercizio 7.3.7 Detta £ la porzion 
dal cono 2° — x? + y? e dai piani 3 = 0 ex =0,.il fusso I 
È è l'orientamento che soddisfa < dî > > 0 e Î(x,413) — 


16 16 
A) 0. B) altro. C) 3 DI 3° 
Calcoliamo direttamento il flusso di rot 1A 
id A 7 
rotf= | da, 2a: 2î, 
—2 y 
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Figura 7.15: La porzione di superficie cilindrica £. dell’esercizio (7.3. 7). 


attraverso Y, parametrizzata da 


2° D= {(h,6) € R*x [0,27] : sin*($) + (1 — cos(é))? > #2, sin(d) > 0} 


= {Mo eRtx[o,m : hs 21 — cos(9))}, 


e orientamento indotto 


î j k 
0 O 1|=-sin(d)î+cos(d), 
cos(d) sin($) 0 
non compatibile con È. 
C è vera poiché 
2(1-cos($)) 


ti <rot,f,0> do = fi 2sin(d)dédh = 2 j dò / sin($)dh 
£ D 0 


= 2V2 f sin(6)y/1 — costò = n, 
0 


Alternativamente, usando il teorema di Stokes, si può calcolare la circuitazione del campo 
vettoriale f lungo il bordo dX di L, 


J<rotfordo=f<jÎ> ds, (1.9) 
x dx i 
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dove T è l'orientamento indotto SU OL da j 
osservatore posto nell origine degli assi c 
semplici aperte, Yî, î = 1,...,3, 


SRO 
; cioe l'orientamento in senso orario per un 
artesiani. 9D è l’union 


e di tre curve regolari 


di = {(2,y,2) e R3 . 170 4=20<2<2), 


. 3. 
REABBA N Peron i 


N = {(x,y,2) € R3 : T4+(y-2?=1, 2=0, r>0)}. 


n : [0,2] + R3, 11(t) = (0,0,t) è una parametrizzazione di 7} 


compatibile con l’orienta- 
mento, per cui 


2 
h=f<FPr-ds= fat=4 (7.10) 
n 0 
Una parametrizzazione di 7} è 
x = sin($), 
(9) = y = 1- cos($), de [0,7], 


con orientamento indotto proporzionale a 


ue), 6 € 0,7}, 
(0) = (ct) n, 2(1 — cos(d)) 


e non compatibile con 7, per cui 

. x sin(d) dé 
I; / <{,î> ds=- J [pan +10) TA costò) 
2= ) 
he 0 
» 


x 4 (7.11) 
_ v2 finto) i cost) Tp 
0 


(7.12) 
nfine 


i giace T. Pertanto, 
i su cui giace 7°. 
sà, ale al piano TY 
A h gî è normale & (7.9), si ha 
Poichè i iale, ristretto è ituendo in 
hè il campo vettoriale 7.10)-7.12) © sostitu 
Sommando i contributi di (7. 4 16 


[= h+h+h=4t3% 3 
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Esercizio 7.3.8 Dati il campo vettoriale 


S(,y,2)=-zî+yi+ cà, 
la superficie 
L= {(2,y,2) €R? : 2=3r2+y,2<1} 
con orientamento © tale che < ©, & >> 0 nell’origine, 9X il suo bordo con orientamento 
indotto È, si calcolino /, < rotf, è > do e 7(0,1,1). 


Y è la porzione del paraboloide 2 = 3r? + y? delimitata dal piano 2 = 1 Calcoliamo 
direttamento il flusso di rot f, 


si î | & 
rotf=|d, 0, d.| = -23 
-z y x 
attraverso L, parametrizzata da 
5 = F3 005(9) 
d0,6)=| y = psin(d) (p, $) € (0, 1] x [0, 27], 
z= P, 
e orientamento indotto 
î ì È 
cost), 2 i 
i=| a SNO 2 = -20Pcos(i- Fe'sintoi+ Le, 
Sx sin(6) pcos(é) 0 


compatibile con è perché < i, & >= =» > 0. 
Il flusso del rotore attraverso Y vale 


1 2r 
Do _3 Py . 
al lei era val da mata a. 


Alternativamente, usando il teorema di Stokes, si può calcolare la circuitazione del campo 
vettoriale f lungo il bordo 0 di L, 


I=f<rot,fiordo=/<f#+ds, 
x» (:)>I 


dove 
02 = {(x,y,2z) € R? : 3r2+y2= 1, z=1}, 


e # è l'orientamento indotto su 9X da È, cioè l'orientamento in senso antiorario per U" 
osservatore posto nell’origine degli assi cartesiani. Pertanto 


#(0,1,1)=-î. 


SR 
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La parametrizzazione del bordo della superficie 95 


= (cos( 
A) = SO SÙ) int), 1) t6/0,27, 


induce l’orientamento proporzionale a 


405 CE cos), 0) 


compatibile con quello richiesto (02, 7), perché 


si pel 1 
(0,1,1)= (3) € 05, 15)=(-700 
Si ha infine 
{OE —î + sin(6)j + soa È, 
2% 2. 
= J <hî> ds= ti < 110) > di = Je + sin(t) cos(t))dt = 
dr 0 0 


Esercizio 7.3.9 Dati il campo vettoriale 

Î(x,4,2) = yi +22Î+ 2h, 
ac L= {(,y,2) ER? : 45° +49°+2°=4,2> 0} 
con orientamento © tale che < È, & >> 0 in (0,0,2), 2 il suo bordo con orientamento 
indotto è, si calcolino / <rotf,d > do e #(1,0,0). 
Y è la porzione dell’ellissoide dr? +4y?+2? = 4 contenuta nel semispazio 2 > 0. Calcoliamo 
direttamento il flusso di rot F? 


rot f= 


aa» 


attraverso Y, parametrizzata da 
x = pcos(d) 


#(0,9)=} y = psinl@) = (09) €1011x (027) 


2 = 2vI=5P 
€ orientamento indotto da 
i È L 253 cos(@); 2p° E pè, 
a=| cos) sin «777|7 VIP 
—psin($) peost) —° 
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compatibile con ? perché < î,& >= p > 0. 
Il flusso del rotore attraverso Y vale 


I =fndieci=le (fara) =T. 
5) 0 0 


Alternativamente, usando il teorema di Stokes, si può calcolare la circuitazione del campo 
vettoriale Îî lungo il bordo 0Y di Y, 


I=f<xrot,fordo=/<f7-ds, 
bb è 
dove 


92 = {(x,y,2) € R : 4x2 + 49° =4, 2=0}, 


e ? è l'orientamento indotto su 9L da È, cioè l'orientamento in senso antiorario per un 
osservatore posto nell’origine degli assi cartesiani. Pertanto 


ML00)=Î 
La parametrizzazione del bordo della superficie 0 
7(t) = (cos(t), sin(t), 0), te [0,27], 
induce l’orientamento proporzionale a 
10)= (-sin(t), cos(t), 0) 
compatibile con quello richiesto (9%, #), perché 
(1,0,0) = y(0) € aL, Y(0) = (0, 1,0). 


Si ha infine î 
S(1(t)) = sin(t)î + 2 cos(t)j, 


1- [Sars fs) VO rd = fan 200/10 


(c)5) 


Esercizio 7.3.10 Dati il campo vettoriale 


S(2,y,2) = Ayzî + 3yà, 
la superficie 
L= {(©,y,2) ER? : 22+y? - 10,1<2<3} 


con orientamento © tale che ©(v10,0 LV) = honda È i è. 
si calcolino /, <rotf.d> do e 7 (0, v10, 0,3). 
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x è la porzione del cilindro x 


+y° = 10 delimitata dai 
direttamento il flusso di rot È atei 


-|Î Ta 
rotf=|d à, 9, 3Î-4 A 
© e -4 
4yz 0 3y Y) — 42k, 


attraverso 2, parametrizzata da 
x = VIO cos($) 
P(d,6) = | y 


Il 


VIOsin($) (9,6) € [0,27] x [1,3], 
z = Î, 


e orientamento indotto 


compatibile con ? perché 
(v10,0,2)=®(0,2,, #0,2)=vI0î. 


Il flusso del rotore attraverso £ vale 


I = / <rotf,d > do = la (faro {05 0M6) = -807, 


dove abbiamo usato 


fran, 21 c08(26) ,,_ 7 
/ / sin miei = 


Alternativamente, usando il teorema di Stokes, si 
vettoriale f lungo il bordo 2£ di Y, 


Pe for do=f <i> da 
I Pino d 


(:)21 


cond2 =) U Lg, 


= 3}. 
Ty fia E e 


, ntam 
L Orientamento indotto su X1 (risp Ys si i cartesiani. Pertanto 
Per un osservatore posto nell'origine degli 
ino, vi,9 = li 
superficie Z1 
La Parametrizzazione del bordo della sup re (0,27), 


(1) = (VÎG cos(t), VIOsin(0);1) 


Î k 
10sin($) vI0cos($) o = VIOcos(g)î + vIOsin(6)j, 
0 0 1 


io 
lento in senso antiorario (risp. orar ) 
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lez=3, Calcoliamo 


può calcolare la circuitazione del campo 
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induce l’orientamento proporzionale a 


n(t) = (-vI0sin(t), IO cos(t), 0) 


compatibile con quello richiesto (0, 7), perché 


(0, v70,1) = 15) € da, 13) = (-v10,0,0). 
Si ha infine 


Î(1(t)) = AVIOSin(#)î + 3V10sin(t)&, 


2 2r 
h= f<f7>-ds= J</M0)A 0 &=40 J sin?(t)dt = 407. 
di 0 O) 


La parametrizzazione del bordo della superficie 23 


Y3(t) = (VIO cos(t), VIOsin(t), 3), te [0,27], 


induce l’orientamento proporzionale a 


A(t) = (-VIOsin(t), VIO cos(t),0) 
opposto a quello richiesto (0%, #), perché 


(0,v10,3)=(3) e 921, +#(5)=(-v10,0,0). 
Si ha infine 
Î(03(t)) = 12V10sin(t)î + 3V10sin(t)à, 


2r 2 
la= J <Î,7> ds= -J < f(13(0)); A) > di = -120 f sin0()ae = -1207. 
EDS d ; 


Infine si ha, 


I==1+I3=-807. 
7.3.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 7.3.11 Per il flusso I del campo vettoriale 


(©,y,z)=2rî+yj+z8, 


attraverso la superficie 


S={(r,y,2) € R? : £2+y2+222=9}, 
orientata con la normale interna, si ha 


A) altro. B) [= 72V2n. C)I=0. D) = -72V2r. 
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Esercizio 7.3.12 Il flusso I del campo vettoriale 


H(Ex42) = 2284 254,8, 
attraverso la superficie 
S={(2,y,2) ER? : 224,242 - 9), 


orientata con la normale esterna, vale 
A)I=-T2r. — B)I=14v2r. C)I=0.  D)altro 


Esercizio 7.3.13 Siano f = 7x°yî + 2°) + £2k e S la porzione di cono di equazione 
1° +y? = 2°, compresa fra i piani z = 1 e z = 3, con orientamento È tale che < î,&# >< 0. 
Allora J, < rotf, è > do, vale 


A) 1407. B) 0. C) altro. D) 1407.* 


Esercizio 7.3.14 Il flusso I del campo vettoriale f = 3x°î + xj + 2°&, attraverso la 
porzione di superfice S : x? + y? = 22? + 3 delimitata dai piani z = 0 e 2 = 2 e orientata 
con orientamento © tale che < D, & >> 0, vale 


A) altro. B) -287. C) 167.* D) 0. 


Esercizio 7.3.15 Il flusso I del campo vettoriale f =(3r-y)î+ 4zj — yR attraverso la 
superficie di equazione 6° +69°-1= 22,0 < 2 <2 di orientamento V tale che (2, &) > 0, 
vale 


5 
15 at D) altro. 
A)I= Pr. B)/= -Fr C)/= 37° ) altro. 


ale f = 2° + 22) + y°& attraverso la 


izi ° o vettori i 
Lian e Bi Act n 5)? = 3, di orientamento V esterno, vale 
ua 
18V3 alt 
18v8 1=- T. D) altro. 
A) 7 _ 36V3 _ 188, ©) È 
VI=ca* BI= Ta Ù 


= yzî + rzj — 1° attraverso la su- 


’ampo vettoriale f tamento © tale che (2, È) > 0, 


Esercizio 7.3.17 Il flusso I si e: 1<2<2dì orieni 
perficie di equazione 5x° +4° = #10 37 
vale 
3v5,.* DD) altro. 
A) 1 3v5 __35,, OI=-x" 
0 


"0 B)/=-70 
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Esercizio 7.3.18 Il flusso I del campo vettoriale 


f=axzî-2z]+yà, 
attraverso 
S={(r,y,2) ER? : 1° +29°=22+1,0<2<2}, 
con orientamento è tale che (©, &) < 0, vale 
A) I=37rv2. B)/=-67v2. C) I=-3rv2. D) altro. 


Esercizio 7.3.19 Il flusso I del campo vettoriale 


Î=rî+j+28, 


attraverso la porzione di superficie Y di equazione x? + y =22+1,0<2z< v2, e con 
orientamento ti tale che il prodotto scalare < fi, & > < 0, vale 


A)I=-v67n. B)I=-6V37. C)I= Lr D) altro. 


Esercizio 7.3.20 Dati il campo vettoriale 


fa, Yy,z) = 4xyî + 2zî+ 2% 
e la superficie 
L= {(2,y,2) €R? : 2= 2° +29°+1,2<5} 
con orientamento © tale che ©(0,0,1) = & e bordo 9£ con orientamento indotto î, si 
calcolino /, <rotf,d > do e #(0, vIO, v3). 


Esercizio 7.38.21 Dati il campo vettoriale 


Î(x,y,2) = 3oygî +4zj — 228, 
e la superficie 
L= {(r,y,2) € RÎ : 2= 32° + 27° +3,2< 6} 
con orientamento © tale che 2(0,0,3) = —& e bordo 9£ con orientamento indotto î, si 
calcolino h <rotf, è > do e ?(1,0,6). 


Esercizio 7.3.22 Dati il campo vettoriale 


S(2,y,2) = cyî + 2xj + 28, 
la superficie 
= {(2,y,2) ER? : 2x2 + 49° +22 =4,2> 0} 
con orientamento È tale che < ©,& >> 0 in (0,0, 2), 4 il suo bordo con orientamento 
indotto î, si calcolino A <rotf,d > do e î(0,—1,0). 
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E sercizio 7.3.23 Dati il campo vettoriale 


(Ewa) = az 4 zi4 ay, 


superficie o ù 
la L= {(r,y,2) € R? - 
con orientamento © tale che 2(0,0,0) = —£, 
;, si calcolino / <rotf,w > do e 7(v2,0,4). 


z=224 By, <4} 


92 il suo bordo con orientamento indotto 


Esercizio 7.3.24 Dati il campo vettoriale 


Î(£,4,2) = —cyî+2yj-— zh, 
la superficie 
D= {(2,y,2) ER? : 2° +24 +422=4,2> 0} 
con orientamento © tale che < ©, >< 0 in (0,0,1), 4 il suo bordo con orientamento 
indotto t, si calcolino /, <rotf,d > do e T(-2,0,0). 


Esercizio 7.3.25 Dati il campo vettoriale 
f(a,y, 2) = 2rzî+ 22] — ryh, 
la superficie 
L= {(x,y,2) ER? : 2° +y°+422=4,2<0} 
con orientamento © tale che < ©, & >> 0 in (0,0,—1), 22 il suo bordo con orientamento 
indotto #, si calcolino /. <rotf.d> do e?(-2,0,0). 
» 


Esercizio 7.3.26 Dati il campo vettoriale 
f(c,y,2) = yi +32] + 22k, 


la superficie 
2098 
L= {(a,y,2) € RÎ : 32°+30° += Diari ientamento 
de i ‘on orienta: 
©on orientamento © tale che < ©, & >> 0 in (0,0, va), 92 ilsuo itaca 


indotto è, si calcolino / <rotf,p > do e î(-1,0; 0). 
p>I 


Esercizio 7.38.27 Dati il campo vettoriale 
f(ay,3)= vit ay +28, 

la su i < 

sit L= {(2,y,2) ER : 24222 = 16, 1 <yS8} 

= x. 
7 ip È il suo bordo 
con orientamento © tale che 2(0,0, v8)= È de: 
”) si calcolino /, <rotf,0> do e 7(0,8; -v8). 
» 


con orientamento indotto 
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Esercizio 7.3.28 Dati il campo vettoriale 


Sy) = vi +azi 2228, 
la superficie 
E={(x,y,2) ER? : 2=22+69 1<2< 3} 
con orientamento È tale che < D,&>-<0, @Z ilsuo bordo con orientamento indotto à, 
si calcolino È <rotf.d > do e î(-v3,0,3). 


Esercizio 7.3.29 Dati il campo vettoriale 


S(2,y, 2) = ayî +-2j +28, 
la superficie 
D= {(7,y,2) € RÎ : 2=xr°+y,1<2<2} 
con orientamento È tale che < è,&# >> 0, 9 il suo bordo con orientamento indotto è, 
si calcolino /, <rotf,0 > do e #(-v3, 0,2). 


Esercizio 7.3.30 Dati il campo vettoriale 
Î(,y,2)=2yî+2+y8, 
la superficie 
D={(2,y,2) € R? : 2=222+292, 1<2z< 2} 
con orientamento D tale che < ©,& >> 0, 9Z il suo bordo con orientamento indotto Î, 
si calcolino i <rotf,d> do e È(0,-—1,2). 


Esercizio 7.3.31 Dati il campo vettoriale 
Î(x,y,2) = 2yî + 22j+ 2h, 
la superficie 
L= {(r,y,2) € R' : 22+y2=5, 1<2<2} 
con orientamento © tale che in (0,5, v2) < è,j>+> 0, 4% il suo bordo con orienta- 
mento indotto ©, si calcolino n < rotf, D> do e ò(-v5,0, 2). 


Esercizio 7.3.32 Dati il campo vettoriale 
f(&,y, 2)=2yrî-3zj-(r+y)f, 


la superficie 

E ={(2,y,2) E RÎ : y°+422=8,2<x<6} 
con orientamento È tale che ©(4,—v8,0) = —j, 4% il suo bordo con orientamento 
indotto È, si calcolino |, <rotf,î > do e (6,0, v2). 
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Esercizio 7.3.33 Dati il campo vettoriale 


f(2,4,2) = yrî + 3xj+ (22 -79)R, 
la superficie 
L= {(2,y,2) ER' : 3r°+292=241,1<2<4} 
con orientamento È tale che <è,&>>0, 9 il suo bordo con orientamento indotto #, 
si calcolino È <rotf,j > do e #(0,—1,1). 


Esercizio 7.3.34 Dati il campo vettoriale 
Î(2,4,2) = yî+32î+ (2° - y)R, 
la superficie 
L= {(r,y,2) € R? : 2r°+39°+22=6,1<2<2} 
con orientamento © tale che < ©,& >> 0, @£ il suo bordo con orientamento indotto î, 
si calcolino /, < rotf, d > do e î(0,—v2,1). 


Esercizio 7.3.35 Dati il campo vettoriale 
Î(,y,2) = ryî + (2° — 2)î + 78, 
la superficie 
L= {(7,y,2) ER}: 2=6- 22° - 34°, 1<2<2} 


con orientamento © tale che < î,& >< 0, 0% il suo bordo con orientamento indotto È, 


si calcolino <rotf, è > do e #(-y5/2,0, 1). 
x 


Esercizio 7.3.36 Dati il campo vettoriale 
Saya) = a+ fr, 
la superfici 
dii 224322 =6,1<y<3} 


D= {(r,y,) €R° : 
95 il suo bordo con orientamento indotto 


con orientamento © tale che 0(v/6, 2,0) = î, 
Ì, si calcolino È <rotf, 0 > da e #(0,1,—v?). 
;_ 


Esercizio 7 Si: A 
lo 7.3.37 Siano Î,4,) = r°î+ yj +228, 


2 
indghe: 3x2 + 22 + 423 < 6} 


p. Si calcolino [[, div fatrdyd= 
© (9A, ©) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino A Viedyi 


ed. 
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Esercizio 7.3.38 Siano _ 
Î(x,y,2) = rî+2yj + 328, 
A= {(r,y,2) ER? : 2x2 + 342 + 522 < 7} 


e (0A, ©) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino Jil, div fdrdydz 


eb. 


Esercizio 7.3.39 Siano n 
S(x,y,2)=cî+y3+ 28, 
A={(2,y,2) € R' : £22+y°<5,1<2<3} 
e (dA, ©) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino J, II, div, faxdydz 


eda, v5—- r2,2). 


Esercizio 7.3.40 Siano 
f(2,y,2)=rî+2y°]- 22 
A={(2,y,2) € R' : 2°+22<3,2<y<4} 


e (9A, è) la frontiera di A orientata con la normale esterna è. Si calcolino J, Il, div fdrdydz 
e D(r,y,V3- 727). 


Esercizio 7.3.41 Siano 
S(2,4,2) = r2î+2y$+ 22%, 
A={(7,y,2) € R? : 1 +92 <6, 2<2<4} 


e (9A, È) la frontiera di A orientata con la normale esterna ò. Si calcolino J , I, div fe dadydz 
eda, -v6- 12,2). di 


Esercizio 7.3.42 Siano 
S(r,y,2)=cî+,}+ 2k, 
A={(©,w2) € R' : 32° 422 <5, -3<y<3} 


e (0A, ©) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino J, Î, I) div ST, ‘drdyd: 
e d(1,3,—1). A 


73. FLUSSO 


295 
Esercizio 7.3.43 Siano 7 
12,952) = dei 4 Yi +2k, 
A= {(,y,2) € R3 


1049 422<1) 
e(24,9) la frontiera di A orientat 


a con la normale esterna È. Si calcolino Ji , I) div faedyde 
eb. ° 


Esercizio 7.3.44 Siano 


Î(2,4,2) = Lî + xyî — ey£, 
A={(r,y,2)€R? : 20° +39 +22 <9, x>0} 


e(dA, È) la frontiera di A orientata con la normale esterna D. Si calcolino J , div fdrdydz 
A 
ed(1,1,-2). 


Esercizio 7.3.45 Siano 
f(x, yz) = 4ryî+3y°]— 2°, 
A={(x,y,2) ER? : 12 +29 <22,0<2<4} 
e (9A, È) la frontiera di A orientata con la normale esterna È. Si calcolino Ji , , divfdrdydz 
ed1,-1,v3). 


Esercizio 7.3.46 Siano = è a 
fa,y, a) = 2î+ 2%) +26, 
A= {(x,y,2) ER? : 2° +99 < 22°, -3<2<0} 


È. Si calcoli iv fdrdyde 
e(9A, È) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino fi /, , div fdrdy 
e0%(1,-1,-1). 


Esercizio 7.3.47 Siano a 
fa,y,2) = ni +99 88 
A={(x,y,2) €RÌ : 22+y2 +22 <7, 2 <0} 


p. Si calcolino [| div fardyde 
e (0A, È) la frontiera di A orientata con la normale esterna V. 1) , A 


€%1,-2,-1). 


Esercizio 7.3.48 Siano 2; 2278, 


FI = cy +y 
fava) = 20 _5<2x<0} 


PE. 
A={(2,y,2) € R3 : y7+32° <> ia cacolino [f, divfdrdydz 
e(dA D) la fi di A orientata con la normale esterna V. A 
»V) la frontiera di A o! 
€%-2,-1,-1). 
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Esercizio 7.3.49 Siano 
fa, yz) = Br8î + 6y°} — 2e2k, 
A={(x,y,2) ER : 29° +32° < 5, 2<x<4} 


e (0A, d) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino J, fi Y, div. Faxdydz 
e d(3,-1,—1). 


i Esercizio 7.3.50 Siano 5 
f(c,y,2)=28î+y°]— 2r2k, 


A= {(x,y,2z) € R? : 12 +29 +322 <5,1<x<2} 
e (2A, ©) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino i) ij A divfardydz 


e D(V2,-1,-1/V8). 


Esercizio 7.3.51 Siano n 
f(2,y,2) = cy°î+y2°} — 628, 


A={(x,y,2) € R' : 20° +39° < 522, 1<2<2} 


e (0A, ©) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino } o) div faxdydz 
A 


va _v2 _v2 


eb, -P,-T). 


Dr 


Esercizio 7.3.52 Siano 
f(x,y,2)=r&î+y9}—2x°2k, 
A={(r,y,2) € R? : 2° +29) <4+2,1<2<3} 


e (9A, È) la frontiera di A orientata con la normale esterna ©. Si calcolino ti fj f, divfdrdyd: 
e î(2, 12). 


Capitolo 8 


Equazioni e sistemi di equazioni 
differenziali 


8.1 Equazioni differenziali lineari del primo ordine 


Esercizio 8.1.1 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


'=y(1+sin(x)), 
y(2)=-2, 


A) è monotona decrescente. 

B) ha infiniti punti di massimo locale. * 
C) è monotona crescente. 

D) soddisfa ad altro. 


i i i i nea 

Si tratta di un problema di Cauchy associato a un'equazione tare pis nea 
e il cui coefficiente (1 + rsin(x)) è C®(R). Pertanto, Da le gr 
differenziali lineari anche la soluzione del problema di Cauc! Li a a 
Prima di ricercare esplicitamente la soluzione, proviamo 3 in particolare, la scelta 
risposte proposte si può escludere a priori. In questo ne colare le 
della risposta corretta è legata allo studio del segno della deriva! 
soddisfa l'equazione differenziale, cioè 
);= y(2)(1+ rsin(2))- 

e in R (infatti per “ 
À ja piacere). Quin 


rr > +00 oscilla 
di la funzione 


y& 


La funzione h(x)=1+sin(x) si annulla infinite vo 


în modo non limitato fra valori positivi € negativi to Se ne deduce che la cuni 
è dini 4 ; i 
derivata Y(x) cambia di segno infinite volte per a) i na locale e un numero infinito 
ti critici di ml oste sono false. 


Y(x) possiede un numero infinito di punti cr! I 
Punti critici di massimo locale. Pertanto B è vera cer 
” la stessa conclusione si giunge determinando ecali 
lIsolutiva delle equazioni differenziali linear!, 


ya) = ve 
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Figura 8.1: La funzione 1+ x sin(x) ha infiniti zeri in R e il suo grafico è tangente alle 
rette 1 + x nei punti di massimo o minimo. 


dove 


A(&) J *(1.+ tsin(t))dt = [t — tcos(t)}£ + J * cos(t))dt 


x —xrcos(x) + sin(r) — 2+2cos(2) — sin(2), 


si ha 
y(x) = —2exp(x — x cos(x) + sin() —- 2+2cos(2) — sin(2)). 


A questo punto, non resta che studiare il segno della derivata di y’(x) e si giunge alla 
medesima conclusione. 


Osserviamo infine che l'equazione assegnata può essere trattata anche come equazione 
differenziale alle variabili separabili. 


Esercizio 8.1.2 La soluzione massimale del problema di Cauchy 
| y  =ycos(x)— cos(z), 
y(0) =-1, 
A) non è periodica. 
B) è strettamente negativa. 
C) si annulla nei punti in cui sin(x) +log(2) = 0. 
D) ha massimo assoluto nei punti în cui cos(x) — log(2) = 0. 
Si tratta di un problema di Cauchy associato a un'equazione differenziale lineare © jeu 


coefficiente (cos(x)) e termine noto (— cos(7)) sono C®(R). Pertanto, per le proprietà 
delle equazioni differenziali lineari, anche la soluzione del problema di Cauchy è C*(R): 


8.1. EQUAZIONI DIFF! 
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= -2exp(x-T cos(x)+sin(x) -2+ 
Cauchy 8.1.1: si osservi la differenza di scala fra i valori 
1 grafico dell’argomento 


massimo per X ? 0. In basso i 
_24+2c05(2) — sin(2). 


della soluzione y(1) 


Fi 
cool di alto, le oscillazioni 
fin v sin(2)) del problema di 
dell'ea ni di y(x) ser <0 eil primo 

sponenziale g(x) = € 7 rcos(1) + sin(7) 
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Figura 8.3: I grafici sovrapposti di y(x) (linea continua), soluzione del problema di Cauchy 


dell’esercizio 6.1.2, e di sin(x) + log(2) (linea trattegiata). Gli zeri delle due funzioni 
coincidono. 


Per la formula risolutiva delle equazioni differenziali lineari, 


y(x) = e4© 0) - / te 40) cos(t)dt} ; 
si ha i 


A(2) = J * cos(t)dt = sin(2), 


B(2)=- F cos(t) exp(— sin(t))dt = F T ap(- sin(x))]dx = exp(— sin(2)) — 1. 
Pertanto 
y(x) = exp(sin(x))[-1-1+exp(-sin(x))] =1— 2exp(sin(2)). 
La risposta A è falsa in quanto y(7) è periodica di periodo 27: 
y(x +27)=1- 2exp(sin(x +27)) =1-—2exp(sin(2)) =y(2), Vr e R. 
La risposta B è falsa ad esempio perché 


n 


y (-5) =1-2exp(-1)>0. 


È ; i P PI istretta ® 
La soluzione ha massimo assoluto per il teorema di Weierstrass applicato a y(7) A punti 
un qualunque intervallo compatto di periodicità. Per la regolarità della soluzione, 

di massimo di y(x) vanno ricercati fra i suoi punti critici: 


Y(x)=-2cos(x)exp(sin(r))=0 r=3+#7. 


NI 


. ja. 
Nessuno di questi punti critici soddisfa la condizione D e quindi tale risposta è fals 
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Verifichiamo infine che C è vera: 
2 è 31 
geo) =0 «> exp(sin(x)) = 3 © sin(e)=log (3) | 


È può essere trattata anche come equazione 
(si veda l'esercizio (8.2.3). 


Osserviamo infine che l'equazione assegnata 
differenziale alle variabili separabili 


Esercizio 8.1.3 La soluzione del problema di Cauchy 


' 
y =ytanr+tanz, 


A) è periodica di periodo n ed è inferiormente limitata. 
B) ha minimo assoluto -1+ V3 ed è definita su di un intervallo limitato. 
C) è invertibile sul suo dominio di definizione e non è superiormente limitata. 


D) non è inferiormente limitata ed ha massimo q. 


La funzione tan è C°° su R\ {7 + kr, k € Z}. Poiché il punto nella condizione iniziale, 


2 
To = or € A Lu È lavoriamo sull’intervallo | sa [ L’equazione differenziale è lineare, 
e, pertanto, la soluzione sarà definita sul medesimo intervallo e di classe C°°. 
In particolare, la soluzione non può essere periodica, in quanto definita su un intervallo 
limitato. Pertanto la risposta A è falsa. 


Utilizzando la formula risolutiva delle equazioni differenziali lineari, 


(a) = e4® (i + la e 80) tanti) ; 


dove i 
A(x)= A tantdt = k sid = — [log] cost] zia = — log(— cos x) + log i 
da È 
exp(-A(t)) = exp (test cost) — log d) = -% cost, 
otteniamo ee: 9 # 1 2 
da e40 tantdi = Gb = cost dt = <A kh sint dt = "dd +1. 


Li PI 
Pertanto la soluzione del problema di Cauchy risulta 


‘08 + V3 T 37 
v3 (14 Zon) Te re [ (8.1) 
) v3 


—Zoosla) cost 2 
co! 


isposte è nello svolgimento dell'esercizio (8.2.5) nel capitolo sui 
ef equazioni a variabili separabili. 


y() = 


La discussione dell oste 
problemi di Cauchy associati a 
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Esercizio 8.1.4 Sia u(x) la soluzione del problema di Cauchy 
Î u+zru =xsin(£°) 


u(0) =1 


A) La retta y=1+x è tangente nel punto di ascissa x =0, alla curva y = u(z). 
B) u(x) è limitata inferiormente. 

C) u(x) converge (se x + +00). 

D) il punto di ascissa r = 0 è un punto in cui la curva y = u(x) è convessa. 


Poiché il coefficiente x ed il termine noto x sin(x?) sono funzioni di classe C‘°(R), ne 
consegue che anche la soluzione u(x) del problema di Cauchy associato all’equazione 
differenziale lineare, è definita su R e ivi di classe C(°°). 

Osserviamo che non è necessario risolvere l’equazione differenziale per determinare la 
verità o meno delle risposte A e D. Infatti dall’equazione differenziale ricaviamo, succes- 
sivamente, per ogni n, l’espressione di u®)(x), derivata di ordine n di u(x), in funzione 
di r e u. In particolare, z = 0 coincide con il dato iniziale del problema di Cauchy e 
pertanto siamo in grado di determinare u®(0), Vr € N. 

La retta tangente al grafico della funzione u = u(x) nel punto di ascissa zo ha equazione 


y= (ro) + u'(r0) (© — ro). 
La derivata u'(x) si ricava dall’espressione stessa dell'equazione differenziale, cioè 

u'(x) =-—xu(2) +esin(2°), (8.2) 
e, sostituendo x = 0 e u(0) = 1 nell’equazione sopra, otteniamo 

u'(0)=0. (8.3) 
Pertanto la retta tangente al grafico della funzione nel punto (0,1), è 
y=1L 

e la risposta A è evidentemente falsa. 
Da (8.3), segue che x = 0 è punto critico di u. Se u”(0) > 0, allora D è vera e u(? 2) è 


convessa (e in particolare, u ha un punto di minimo locale in x = 0). 
Da (8.2), si ha 


ur) = 3A (cu) + rsin(r°)) = -u(x) — ru(x) + sin(2°) + 21° cos(a°) 


= (2-1) (u(2)- sin(2°)) + 22 cos(2°), 


e, pertanto, D è falsa: 
u"(0)=-1. 
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Figura 8.4: La soluzione, u(x) = texp(-x°/2) + ? sin(x°) — i cos(x?), del problema di 
Cauchy dell’esercizio (8.1.4). 


In particolare, u(x) è concava in un intorno di x = 0 e x = 0 è un punto di massimo locale 
per u. 


Risolviamo l’equazione differenziale 


u(x) = xp(A(2)) fi + fPattsin(@) exp(-A(1))] (8.4) 


dove si 1 
A(2) = -/ tdt= 52°. 


Integrando per parti 


PA [ dt sin(t2) exp(-A(0)t = sa en (32) tsin(t°) 
es S 1 
come] sr 
2 t=r 2 TESA 1 
= exp (5) sin(x°) — 2 [oo (5) cos(8) iù , ‘/ dttsin(t)exp (30) 


=2+2exp (5) (sin(22) — 2c0s(°)) — 4/ 


otteniamo 2 
2,2 T_\ (sin(x°)— 2c0s(1?)), 
1=24Zop($) (n ) 


che, inserito in (8.4), dà 


2 2 4 2 
7 1\ ,2sin(x2) — 2 cos(2?). 
u(®) = 3 OP (È) a pae) r1 


i i >ntre non esiste 
imi ia i rmente che superiormente, men 
La funzione u(x) è limitata s1a inferiorn 1 ni 
lim y(x) RA sin(x°) e cos(£°) oscillano. Pertanto B è vera e C falsa. 
slim y(1), poiché s 
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8.1.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 8.1.5 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


cd * È ni 
y(1)=-1 
soddisfa 
A) lim y()=-c0. B) lim y(2)=0. 
Cc) Aim, y(x) = +00. D) ad altro. 


Esercizio 8.1.6 Per la soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


pat 


— 3541’ 


£ e Lr 7 Ù 
detti L, = im, LO) eLo= ii, y(x), si ha 


A) Li = —00 e Lo non esiste. 
B) 0< Li < La < +00.* 

C) Li=-6eL2=2. 

D) L1 = +00 e La =0. 


Esercizio 8.1.7 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


Y 
=2—, 
y T+2 
y(1)=-1, 


soddisfa 
A) dim y(7) ri B) dim, y(0) senti 
C) non esiste dim y(2). D) ad altro. 


Esercizio 8.1.8 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 
y =2ry-82, 


y(1)=3, 


8.1. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL PRIMO ORDINE 


A) ha minimo. B) è limitata. 
C) ha massimo. * D) soddisfa ad altro. 


E) non è limitata nè superiormente nè inferiormente 


Esercizio 8.1.9 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


,_y+r 


A) è strettamente crescente. 
B) è definita in un insieme limitato. 
C) è inferiormente limitata. * 


D) ha massimo. 


Esercizio 8.1.10 Per la soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


[ y = zy- rexp(2°), 


y(1)=2 
si ha , 
i = B) lim, y(2) = 
A) i y() si n A 
i 9 altro. 
Cc) slim, y(x) non esiste. 
i Caucl 
Esercizio 8.1.11 La soluzione massimale y(2) del problema di Cauchy 
dy 2 
= +7, 
Vo x 
y(1) = 5» 
A) altro 
B) è strettamente crescente. 
C) è superiormente limitata. . 
assoluto. 


D) ha un punto critico di minimo 
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Esercizio 8.1.12 La soluzione massimale Y(x) del problema di Cauchy 


[ y'=2°y, 
y(1)=1, 
A) non è limitata nè superiormente nè inferiormente. 
B) è inferiormente e superiormente limitata. 


C) è inferiormente, ma non superiormente limitata. * 


D) è superiormente, ma non inferiormente limitata. 


Esercizio 8.1.13 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


5 
v=Taz, 


y(5)=1, 
A) ha minimo.* 
B) è limitata. 
C) ha massimo. 


D) è strettamente convessa. 


Esercizio 8.1.14 La soluzione di 


3 
= 7Y+22+1 


4+v31 
A) ha minimo assoluto inx = È 3 Pal 


15 
B) ha punto di flesso in x = na vr 


C) soddisfa ad altro. 


D) è strettamente concava nel suo dominio massimale. 


Esercizio 8.1.15 La soluzione massimale dell’equazione differenziale 


7 


V=TrA 


y(0) = -5, 


+42, 
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Figura 8.5: La soluzione del problema di Cauchy 8.2.1 ha minimo. 


A) soddisfa ad altro. B) è superiormente limitata. 


C) è monotona crescente. D) ha minimo assoluto. * 


Esercizio 8.1.16 La soluzione massimale dell’equazione differenziale 
| y =3y+sinz, 


y(1)= a € R, 


A) è periodica per un unico valore del parametro a.* 
B) è periodica per infiniti valori del parametro a. 
C) soddisfa ad altro. 


D) non è periodica per alcun a € R. 


8.2 Equazioni a variabili separabili 


Esercizio 8.2.1 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


rexp(2) 
poli i) 


-— y+l 


y(1) = 2 


A) soddisfa ad altro. 
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B) è monotona crescente. 
©) ha minimo. 


D) è limitata superiormente. 


Si tratta di un problema di Cauchy associato a un’equazione differenziale alle variabili 
separabili, cioè del tipo 
,_{) _ rexpla) 

“ go) y+l 
La funzione f(x) = rexp(z) è definita su R e la soluzione y( 
condizione y(7) > —1, poiché y(1)=2>-1. 


Per esprimere la soluzione in forma implicita si deve determinare la primitiva F(x) della 
funzione x exp(z) che soddisfi a F(1)=0: 


T) dovrà soddisfare alla 


- pise Fa î) ln et 
F@)= f texp(t)dt = te! | [I exp(t)dt = xe -e- e, re er, 
1 = = 


e la primitiva G(y) della funzione Y+1 che soddisfi G(2)= 0, 
s=y 


% 2 2 
G)= f(6+1d=43 =L4+y-d 


s=2 
La soluzione in forma implicita è G(y) = F(2) da cui si ha 


E, 
gty4-re+e=0. 


Quest'ultima equazione possiede due radici y= —1+ v9+2re? — 2e. La soluzione del 
problema di Cauchy assegnato è l’unica che soddisfa alla condizione iniziale 

y(c) =-1+ v9+2re = De. 
Tale soluzione è definita su R poiché la funzione h(x) =9+2re" — 2e® > 0 per r ER. 
Infatti si ha 


lim 9+2re® — 2e® — 9, lim 9+2re? — 2e® = +00, 
TÀ-00 r++00 
R(x)=2re*=0 «+ r-0 
x =0è punto di minimo assoluto per h(x) e si ha, infine A(0)=7>0. 
Discutiamo ora le risposte. D è falsa poiché 


ali v(e) = lim (-1+ vo +28 = Ze?) = +00. 


li razi if 
B e C dipendono dal comportamento della funzione derivata. Usando l'equazione di 
ferenziale, abbiamo l’identità 
Y@) = Texp(x) ta Lexp(x) 
ye) +1. VIF2ze —2e 


ti inimo 
eY'(7)> 0, ser >0. Pertanto x = 0 è punto di ce 
nel suo dominio massimale. Pertanto C è vera e B 


Si ha infine, y/(r) <0, sez <0 
assoluto per la soluzione y(x) 
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Esercizio 8.2.2 y(x), soluzione massimale del problema 
| y = vat Pea 
cune 
(i) =2 Seat?” 


A) è limitata ed è definita sull’intervallo ]v2 — 1,+00. 
B) non è limitata superiormente ed è definita per x > 0. 
C) è definita su Re non è limitata. 


D) non soddisfa alle proprietà elencate nelle risposte precedenti. 


Poiché la condizione iniziale è nel punto x = 1, supporremo x > 0. Inoltre, dalla 
condizione 


e 
8|]& 
> 


segue che y(x) > 0. In particolare la risposta C risulta falsa, poiché il dominio della 
soluzione non può essere quello proposto. 
L'equazione può quindi essere posta nella forma equivalente a variabili separabili 


blema di 


Figura 8.6: La soluzione del pro Cauchy dell'esercizio (8.2.2) è y(x) = 
+07 17% 


(ve+va 1). 


e la soluzione în forma implicita è H(y) = 6(#) dove 


i - 2) = [sbds=2(ve-1), 
Hi)= freta= vil = S), <=/ (ve-1) 


da cui ricaviamo NATO) v2-1 
SE laica 
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Poiché 
vr+v2-1>0, vr>0, 


il dominio della soluzione è effettivamente l’intervallo ]0, +00[ e 


v@)=(ve+v2-1)?. 


A è falsa in quanto la soluzione appena d 
B è vera in quanto il dominio proposto è 
è superiomente non limitata. 


‘eterminata non è superiormente limitata, 
quello massimale della soluzione e la soluzione 


Esercizio 8.2.3 La soluzione massimale del problema di Cauchy 


| y =ycos(r)— cos(x), 
y0) =-1, 


A) non è periodica. 
B) è strettamente negativa. 
C) si annulla nei punti in cui sin(2) +log(2) = 0. 


D) ha massimo assoluto nei punti în cui cos(x) — log(2)= 0. 


Si tratta di un problema di Cauchy 


associato a un’equazione differenziale alle variabili 
separabili 


,__c0s(x) 

(1g)! 
La stessa equazione differenziale è trattata come equazione differenziale lineare nell’ 
sercizio (8.1.2). Qui ci limitiamo a ricavare la soluzione utilizzando il metodo delle 


equazioni differenziali alle variabili separabili e rimandiamo alla risoluzione di (8.1.2) 
per la discussione delle risposte. 
Si ha 


y 


F(2) = J * cos(t)dt = sin(2), 


cu= f" 


sE nds = logls — 1||2, = log(1 — y) — log(2). 


La soluzione in forma implicita di (8.5) è G(y) = F(x) da cui si ha 
log(l-y)=log(2)+sin(r) + 1- y= 2exp(sin(2)), 
e infine 
y(a)=1- 2exp(sin(x)). 


ty i sopra è 
poiché la funzione cos(z) lo è e in tutti i passagg! SoP 
tenza del log(1—y), (y < 1) 


Tale soluzione è definita su R 
rispettata la condizione di esis 
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Figura 8.7: La soluzione del H 3 n 
i iricrmenta problema di Cauchy 8.2.4 ha massimo e non è limitata 


Esercizio 8.2.4 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


1 _ log(2) 


A) è limitata superiormente, ma non inferiormente. 
B) non è limitata nè inferiormente nè superiormente. 
C) è superiormente e inferiormente limitata. 


D) è limitata inferiormente, ma non superiormente. 


equazione differenziale alle variabili 


a un 
) dovrà soddisfare alla 


Si tratta di un problema di Cauchy associato 
e la soluzione y(£ 


separabili. La funzione log(x) è definita su R* 

condizione y(x) 7 0. 

Si ha n 
P(x)= / 7 log(t)dt = tlog(t)liZi — / 1dt = 2log(2) 2 +1 

1 


Y 1,2 

sds= =ly° — 1 

G(y) = [58 5 ] 

€ quindi la soluzione in forma implicita è 

GQ=F) y° = 2rlogla) 25 + n (89) 
ita se il membro di d 


i log(x) — 2 
_25r+3=3>0 dae 06(2) 


7 estra è positivo. Poiché 
Quest'ultima equazione è defin 
r+3= +00, 


lim 2x log(x) 
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è sufficiente verificare che gli eventuali 


valori minimi siano positivi. 
vanno ricercati fra i punti critici di 


I punti di minimo 
h(x)=2xrlog(x) - 2r+ 3; 
cioè fra le soluzioni di 


h'(x) =2log(x)=0 I c=1l 


È facile dedurre cher =1lèp 


unto di minimo locale (e poiché h(x) è strettamente convessa, 
anche di minimo assoluto) e 
h(1)=1>0. 


Quindi la soluzione del problema di Cauchy è definita su T>O0e vale 


y(®)=-—2xlog(r) -20+3. 


Utilizzando la discussione precedente concludiamo immediatamente che y(x) è superior- 
mente limitata (in quanto y(£) < —1) e nonlimitata inferiormente (in quanto ali ya) = 
—-90). Pertanto la risposta corretta è A. 


Esercizio 8.2.5 La soluzione del problema di Cauchy 


y =ytanx +tanz, 


T 
vo) = 
A) è periodica di periodo 1 ed è inferiormente limitata. 


B) ha minimo assoluto —1+ V3 ed è definita su di un intervallo limitato. 


C) è invertibile sul suo dominio di definizione e non è superiormente limitata. 
D) non è inferiormente limitata ed ha massimo x. 


L'equazione differenziale è l 
nella risoluzione dell’ 
sui problemi di Caw 
L’equazione differe 


ineare e a variabili separabili. Per un metodo alternativo 
equazione differenziale rimandiamo all’esercizio (8.1.3) nel capitolo 
chy per le equazioni lineari del primo ordine. 

nziale in esame può essere posta nella forma 


;_ 90) 


"= fo 


con 


gA)=tanz f(y)=(y+1) s 
è in 
Senza bisogno di risolvere l'equazione differenziale, possiamo concludere che y(e) = la 
riormente limitata. Infatti lavoriamo su un intervallo su cui f è continua e so el 
condizione che f # 0. Pertanto segno f = segno(y + 1) = costante. In particolare, p' 


Yo) +1=2>0,y(r)+1>0, Vr <J:5[ Pertanto D è falsa. 
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Figura 8.8: La soluzione del problema di Cauchy proposto nell'esercizio (8.2.5) è y(c) = 
_cos(2) +3 
cos(r) 


La soluzione in forma implicita è 7(y) = G(x) con 


A = +1 
H(v) = ("C+ tdk = frogle + ilfet= 108 (23 ) 


* sins v3 v3 
(E = _V°_ \alog{-—). 
6a) h coss da l0k (7 L) È ( to) 
coss| va scelta in modo compatibile con 


La determinazione dei valori assoluti |y +1] e | 
della soluzione imposte dalla condizione 


le limitazioni a priori su dominio e immagine 


iniziale. : vi 
de 
H(y)=G(x) «> log (>) = log (#5) P 
e la (8.1): 


ed, esplicitando y in funzione di x, otteniamo nuovamenti 
T 37 
cost + v3 ) da ] sl. 


— cosa Oa) 


Y(T) = — Tcoss 


Consideriamo ora la discussione delle rimanenti risposte. Poiché 


i r)=+00= lim y(a), 
de, y(x) SE 
€ la soluzione è C(°°), deduciamo che y(x) non può essere una funzione iniettiva e, quindi, 
C'è fals i 

si cat x A 
Infine B è vera. Il dominio della soluzione è un intervallo limitato; resta da verificare che 


21+V3. 


do la derivata prima dell 


miny(c) = 
a soluzione (8.1), 


Questo si pué dedurre calcolan 
sing 


ya) = 3 


cos? € 
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Si verifica facilmente che l’unico punto critico nell'intervallo di definizione della sol 
t = ©, è di minimo, in quanto y'(r) < 0 pere <7ey/(2)>0perr>r. Peri 
minimo assoluto vale y(7) = —1+ v3. 


zione, 
tanto il 


Osserviamo che, spesso, si possono dedurre un certo numero di informazio 
sulla soluzione di un problema di Cauchy o sull’integrale generale di un’ 
ferenziale, direttamente dallo studio dell’equazione e senza determinare es 
soluzione. 

In particolare, l’esercizio proposto poteva essere svolto quasi completamente (cioè a meno 
della determinazione del valore minimo di y(x)), anche senza calcolare esplicitamente la 
soluzione. Consideriamo infatti l'equazione differenziale assegnata y' = (y+1)tanz, 
L’unica soluzione del problema di Cauchy è definita su un intervallo limitato ed aperto. 
Pertanto, come già osservato sopra, la risposta A è falsa. D è falsa in quanto Yy+1>0. 
Per verificare la veridicità delle restanti affermazioni possiamo studiare direttamente y'. 
Gli eventuali punti di massimo o minimo relativo sono da ricercarsi fra i punti critici di 
y(x). Nel caso in cui non ci siano punti critici, y, funzione continua, è di segno invariante, 
quindi y è strettamente monotona e invertibile. Pertanto cerchiamo le soluzioni di y' = 0, 
Poiché y > —1 su tutto il dominio della soluzione, queste ultime vanno ricercate fra le 


soluzioni dell'equazione tan = 0, che, nell’intervallo di definizione 
solo int =7. 


ni qualitative 
equazione dif. 
plicitamente la 


J5 sa i annulla 
23 » 5 


Considerando il segno di y/ a destra e a sinistra di x = 7 sì deduce che si tratta di un 


dti a di 3 
punto di minimo assoluto (y(x) è infatti strettamente crescente su Jo z| e strettamente 


decrescente su "Ir ). Quindi C è falsa. 


Figura 8.9: y(x) = log (3(exp(2) —1) +exp(-4)) , soluzione del problema di Cauchy 
(8.2.6) è definita per x > Ilog(1 — 2exp(-4). In figura è evidenziato l’asintoto obliquo 


y=2r— log2, per x + +00. 
Esercizio 8.2.6 La soluzione del problema di Cauchy 
Î y =exp(2r-y) 


y0) =-4, 
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A) è definita su R ed è non limitata sia superiormente che i feri 
‘nferiormente. 


I 
s ; & Mr î 
B) è definita perk3 2 log(1— 2e7*) ed è monotona crescente. 


c) è definita su R ed è inferiormente limitata da teli — e) 
3 ; 


D) non soddisfa alle proprietà elencate nelle altre risposte 


Separando le variabili, 
exp(y)dy — exp(22)dr = 0, 


la soluzione in forma implicita è data dall’equazione 
F(y) = G(r), 


dove 
F(y)= Vodi=8- et Sita l/ 0% 
(4) fi ed e-e GA = e'*ds =;(e -1), 


da cui ricaviamo 
122 -4 
e = 3 (e = 1) +e. (8.7) 


La (8.7) ha senso se il membro di destra è positivo: 
1 
&-142078>0 > e>1-26! > 1> 3198 (1 > 2e”*). (8.8) 


La (8.8) dà il dominio della soluzione. Pertanto le risposte A e C sono false, in quanto la 


soluzione è definita su un sottoinsieme proprio di R. 
Per verificare le proprietà di monotonia della soluzione del problema di Cauchy, non è 


necessario invertire esplicitamente la (8.7). Infatti, la soluzione è una funzione regolare 
e definita su un intervallo. Condizione sufficiente per la stretta crescenza di y(x) è che 
Y'(x) > 0. Quest'ultima condizione è evidentemente soddisfatta se si osserva che 


y'(x) = exp(2£ — y(a)) > 0 


Toe era ario a lo la (8.7) sull’intervallo di 


Alla stessa conclusione si giunge 0vY 
definizione della soluzione, È log(1 — 27 


alp ljog(1-2e°), 
sta) =loe(7-+° ) 2>3/08( ) 


jamente anche invertend 
4), 400(. Infatti 


e la sua derivata prima & 


= ZI 
y Cad lie 


2 


è strettamente positiva sul dominio della soluzione. 
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8.2.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 8.2.7 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 
y=y(1+xsin(2)), 
y(2)=-2, 


A) è monotona decrescente. B) ha infiniti punti di massimo locale. * 
C) è monotona crescente. D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.2.8 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


,_ cos(e) +1 
y+5 


A) è periodica. B) ha infiniti punti di minimo locale. 
C) soddisfa slim ye) = +00.* D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.2.9 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


res VD 
y — PI ’ 
soddisfa 


A) lim y(x) = co. B) lim y(e)=0. 
Cc) Aim y(2) = +00. D) ad altro. 


Esercizio 8.2.10 Per la soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


i_ 422 
V7 3nxl 
y(0)=0, 
MER (>) A 
detti Li = lim È Lo = lim, (E), si ha 
A) Li= -c0 e Lo non esiste, B)0<L, 
3 < L Soa 
C) Li=-6 e Ly=2. RS i 


D) L= +00 eL,=0. 


8.2. EQUAZIONI A VARIABILI SEPARABILI 


Esercizio 8.2.11 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


y' = cy, 

y(1)=- 
A) ha minimo. * B) è strettamente crescente. 
C) ha massimo. D) soddisfa ad altro. 


E) è limitata. 


Esercizio 8.2.12 Per la soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


| y= 9°, 
y(1) =-1, 


si ha 


A) y(2) > — B) lim y(z)}=-c0. = ©)y)z0, Ye<0. 


D) y'(r) <0, ve>0. 


Esercizio 8.2.13 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 
y=(r+1)(y=1), 
y(1)= 


soddisfa 
B) Ji us=0 


A) limo y(1) = +00. 
* D) ad altro. 


(9) lim y(a) = —00. 


Esercizio 8.2.14 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


,_ +0 
YT ya? +3)” 


y(3) = 1 


B) è strettamente decrescente. * 


A) ha massimo. D) soddisfa ad altro. 


©) è limitata. 
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Esercizio 8.2.15 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


y 
| ga 
Lie 5” +2’ 
y(1)=1, 
soddisfa 
A) lim y(1) = -co. B) lim y(c)=0.* 
C) non esiste lim y(2). D) ad altro. 
c+-2 


Esercizio 8.2.16 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


_ 2rexp(-2°) 
y= n “n 


y(0) = -3, 


’ 


A) ha massimo, ma non minimo.* 
C) ha minimo, ma non massimo. 
E) è limitata, ma non ha massimo. 


B) è strettamente crescente. 
D) è non limitata. 
F) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.2.17 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


y= PA) 


A) è non limitata superiormente. 


B) è non limitata inferiormente. * 
©) è definita in un insieme limitato. 


D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.2.18 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


i_ + 
"= 


y(0)=0, 


y 


A) non è monotona. 


B) è strettamente crescente. 
C) non è limitata.* 


D) è limitata. 
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*zio 8.2.19 La soluzione massimale y(2) del problema di Cauch 
zio 8.2. uchy 
Î WET TexP( Y), 


y(-1) = — log(3), 


Eserc 


A) ha un punto critico di minimo assoluto. 
B) è definita per x > 1/V3. 


C) soddisfa altro. 
D) non è superiormente nè inferiormente limitata. n 


Esercizio 8.2.20 Per la soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


| y = vTY, 
y(1)= 4 
si ha 

A) lim y(7) non esiste. B) lim, y(2) = 4. 


©) “lim, (e) =0. D) sim, u(#) = -00- 


Esercizio 8.2.21 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


ya SI 
20 +3) 
y(4) = 2 


A) è strettamente decrescente. B) è definita in un insieme non limitato. 
C) è non superiormente limitata.* D) ha massimo. 


Esercizio 8.2.22 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


{ yi = 2289, 
y(1)=1 


soddi. 
ni è agi, eee 
A)ya<o «> V2<5*" D) lim y'()=® 

r-++00 


C) lim y(2) =0. 
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Esercizio 8.2.23 Per la soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


si_®+1 
gi vl 
y(0)=1, 
si ha 
A) lim y(e) non esiste. . B) slim ya) = +00.* 
0) Jim oo) =-co. DSi ye) =0 


Esercizio 8.2.24 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


[ y=r°y, 
y1)=1, 

A) non è limitata nè superiormente nè inferiormente. 
B) è inferiormente e superiormente limitata. 


C) è inferiormente, ma non superiormente limitata.* 
D) è superiormente, ma non inferiormente limitata. 


Esercizio 8.2.25 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


yg= 2) 


A) è definita su R. 


B) è limitata. 
C) è monotona decrescente.* 


D) ha massimo e minimo. 
Esercizio 8.2.26 La soluzione del problema di Cauchy 


y' = cos°(y)sin(2), 
VO) = in, 


A) è y(x) = îr + arctan(— cos E): 

B) è una funzione monotona nel dominio massimale. 
C) non soddisfa alle proprietà proposte. 

D) è y(r) = — arctan(cose — 2).* 


42. EQUAZIONI A VARIABILI SEPARABILI 


Esercizio 8.2.27 La soluzione di 


;_ loga 


A) è y(x) = —y2rlog(r) — 27 +18.* B) è definita solo su ]e, e. 


©) èy(x) = —rlog(e) — 2 +17. D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.2.28 La soluzione di 


,_3( +1) 
y pe 


y(1)=-2, 
A) è definita sux > 0. B) soddisfa ad altro. 
C) soddisfa y(2) = —v319.* D) soddisfa y(2) = ia 


Esercizio 8.2.29 La soluzione massimale dell’equazione differenziale 


ie 

Yo g4l 

y(-v10) =0, 
. via, r<0. 
A) y(e)=-1+ve=9, c<0 uf Ibr=ga- #5 
0) y(e) = 1 vat=9, s<-3* o Dale 


di Cauchy 
Esercizio 8.2.30 La soluzione massimale y(1) del problema 


gel 
ve iz 

a 
y(1)= 1 


soddisfa B) lim, ya) =0* 
x3- 


DI dlgs D) ad altro. 
©) non esiste Jim y(e). 
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Esercizio 8.2.31 La soluzione massimale del problema di Cauchy 
,_ +3 
ys y=l' 
y(0) = 3, 


B) è definita su un insieme limitato ed è limitata. 
©) è definita in un insieme non limitato ed è limitata. 
D) soddisfa altro. 


‘ x sù * 
A) soddisfa slim y(e) = +00. 


8.3 Equazioni differenziali lineari di ordine n 


Esercizio 8.3.1 L’equazione differenziale 
y"” + 4y' = cos(2x), 


A) ha un’unica soluzione periodica. 
B) ha infinite soluzioni periodiche. 
C) non ha soluzioni periodiche. 

D) soddisfa ad altro. 


L’equazione differenziale*assegnata è lineare del terzo ordine a coefficienti costanti e non 
omogenea. La soluzione generale si ottiene sommando all’integrale generale dell’equazione 
omogenea associata una soluzione particolare della non omogenea. 

L’equazione lineare omogenea associata, 


UT 


y"+4y'=0, 


ammette soluzioni del tipo y(x) = exP(Az), con \ € C soluzione dell’equazione 


A°+4X=0 > \= 0,4%. 
La soluzione generale dell'equazione differenziale omogenea è dunque 


Va) = cr + e2c0s(22) + cs sin(2x), c, € R; î=1,...,3. 


Una soluzione particolare del 


. 4 ll’equazione non omogenea si ottiene con il metodo per 
Simpatia, usando l’ansatz 


Yp(x) = Ar cos(2r) + Br sin(27). 


Sostituendo tale soluzione campione nell’equazione differenziale si ottiene 
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La soluzione generale dell'equazione differenziale non omogenea è di 
unque 
y(2) = Yo(2) +yp(2) = 1 +09 cos(2r) + c3 sin( (2x) — 3, cos(22). 
E’ evidente che non esistono soluzioni periodiche dell’ ; 
risposta C è vera. equazione differenziale e pertanto la 


Esercizio 8.3.2 L’equazione differenziale 


TÀ 


y"+3y"=1, 
A) ha tutte le soluzioni inferiormente limitate. 


B) ha infinite soluzioni tali che lim y(x)=— 
C) ha infinite soluzioni tali che lim y() = —c0. 
D) soddisfa ad altro. 


L'equazione differenziale assegnata è lineare del terzo ordine a coefficienti costanti e non 
omogenea. La soluzione generale si ottiene sommando all’integrale generale dell’equazione 
omogenea associata una soluzione particolare della non omogenea. 

L’equazione lineare omogenea associata, 


y"+3y"=0, 
ammette soluzioni del tipo y(r) = exp(Az), con A € € soluzione dell’equazione 
N +312=0 «> A=-3,0,0. 
La soluzione generale dell’equazione differenziale omogenea è dunque 
Yo(x) = c1 + 020 + c3exp(-3r), € R, d= 1,...,3. 


Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si ottiene con il metodo per 
simpatia, usando l’ansatz 


y(0) = Ar. 
Sostituendo tale soluzione campione nell'equazione differenziale si ottiene 
1 
A=%G 


è dunque 
La soluzione generale dell'equazione differenziale non omogenea è duna 


1 
y(e) = yo() +p(®) = n +28 + osexp(-32) + 72°. 


Discutiamo infine le risposte. B è falsa poiché , 


T 
z T__ +00. 
Lim ve) = to E 


A è falsa e C vera poiché, 


lim y@)=-0 88? ù 
a 
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Esercizio 8.3.3 L’equazione differenziale 
yi — 34" + 9" — 274 = cos(6r), 
A) ha infinite soluzioni periodiche. Di queste un’unica soluzione ha periodo fondamentale 
n/3. 
B) non possiede alcuna soluzione periodica con periodo fondamentale T/3. 


C) ha infinite soluzioni periodiche con periodo fondamentale 2r/3 e infinite soluzioni 
© periodiche con'periodo fondamentale 7/3. 


D) ha tutte le soluzioni limitate e infini te soluzioni periodiche con periodo fondamentale 
2r/3. 


L’equazione differenziale assegnata è lineare del quarto ordine a coefficienti costanti e non 

‘x omogenea. La soluzione generale si ottiene sommando all’integrale generale dell’equazione 
omogenea associata una soluzione particolare della non omogenea. 

L’equazione lineare omogenea associata, 


YO — 34" +99" — 279 =0, 
ammette soluzioni del tipo y(r) = exp(Az), con A € C soluzione dell’equazione 
N -3A5+9X2-27\=0 «+ A=0,3,43ì. 
La soluzione generale dell’equazione differenziale omogenea è dunque 
Y(r)=c +EGt c3c08(37) + casin(3r), c € R, i=1,...,4. 


Yo(x) è non limitata superiormente (rispettivamente non limitata inferiormente), se c > 0 
(rispettivamente cr < 0). Quindi la risposta D è falsa. Yo(x) è periodica di periodo 
fondamentale 7, = 27/3 se c° = 0, con almeno una fra le costanti c3, ca non nulle. Se 
infine co =c3=c4=0, Yo(x) è la funzione costante. 

Una soluzione particolare dell'equazione non omogenea si ottiene con il metodo per 


simpatia, usando l’ansatz 
Yp(x) = Acos(6x) + Bsin(62). 
Sostituendo tale soluzione campione nell’equazione differenziale si ottiene 


1 1 
Cis 8 2430" 


Yp(2) è periodica di periodo fondamentale 7, = 7/3. La soluzione generale dell’equazione 
differenziale non omogenea è dunque 


A 


tia 
YUE) = vo(2) +yp(2) = 2 + c2e8° + c3 cos(32) + c4 sin(32) + I _cosl6à) + 5777 Sin(60), 


1215 2430 
ae Ri=1,...,4Se 0, = €83 = ca = 0, y(x) è periodica di periodo fondamentale 


7/3. Le risposte A e B sono dunque false perché esistono infinite soluzioni con periodo 
fondamentale 7/3. 


8.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DI ORDINE N 


Se cy = 0 e almeno una costante fra C3 


sa ù A i) 
a petit fondamentale T, = 21/3 e d € è non nulla, y(x) è la somma di Vo(T) che 


rio ame ; i yp(x) che ha periodo fondamentale T;, = 7/: 
Poiché i due periodi fondamentali sono commensurabili, cioè T,/T) = 1/2 È Ò ca 
periodica di periodo fondamentale T = 2T,=T,= 27/3. i sen 


La risposta C è corretta. 


Esercizio 8.3.4 Per l’equazione differenziale 


4 +2y"+99 4 18y = cos(62), 
si ha: 
A) tutte le soluzioni periodiche hanno perioco fondamentale n/3. 


B) esistono infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale 7/3 ed infinite soluzioni 
periodiche di periodo fondamentale 2/3. ” 


C) tutte le soluzioni periodiche hanno pericdo fondamentale 27/3. 


D) esistono infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale 2/3r ed esattamente 
una soluzione periodica di periodo fondamentale T/3. 


L’equazione differenziale assegnata è lineare del terzo ordine a coefficienti costanti e non 
omogenea. La soluzione generale si ottiene sommando all’integrale generale dell'equazione 
omogenea associata una soluzione particolare della non omogenea. 

L’equazione lineare omogenea associata, 


y +29 + Sy +189=0, 
ammette soluzioni del tipo y() = exp(Az), con A € C soluzione dell'equazione 
13 +2X2+9A+18=0 «> A=-2,43i. 
La soluzione generale dell’equazione differenziale omogenea è dunque 
Yo(x) = cre?” + ca cos(37) + 03 sin(3), ce R, î=1,...,3. 


Yo(x) è non limitata superiormente (rispettivamente non limitata inferiormente), se ci > 0 
(rispettivamente ci < 0). yo(x) è periodica di periodo fondamentale T, = 27/3 se c1 = 0, 


con almeno una fra le costanti c2, €3 non nui.e. I Fida 
Una soluzione particolare dell'equazione non omogenea sì ottiene con il metodo p' 


simpatia, usando l’ansatz 
y(£) = Acos(6r) + Bsin(6r). 
Sostituendo tale soluzione campione nell'equazione differenziale si ottiene 
Ì RES 
4= <p B=- 
Yp(®) è periodica di periodo fondamentale 7/3. La soluzione generale dell'equazione 
differenziale non omogenea è dunque . 


5 1 1_sin(6r 
UT) = yo(1) +yp(1) = cie7®E + ca cos(3e) + c3 sin(3r) + 21) cos(6r) + 7gg sin(62), 
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c € R,i=1,...,3. Sec1 = c2=c3=0, y(x) è periodica di periodo fondamentale 7/3. 
Se ci #0, y(x) non è periodica. 

Se ci = 0 e almeno una costante fra c7 e ca è non nulla, y(x) è la somma di Vo(x) che 
ha periodo fondamentale T, = 27/3 e di yp(x) che ha periodo fondamentale 77, = t/3. 
Poiché i due periodi fondamentali sono commensurabili, cioè T,/To=1/2€Q, y(c) è 
periodica di periodo fondamentale T= 27, =T,= 27/3. 

La risposta D è corretta. 


Esercizio 8.3.5 Per l’equazione differenziale 


y' +4y" =7cos(vV2r), 
si ha: 


A). infinite soluzioni sono superiormente limitate e tutte le soluzioni periodiche hanno 
periodo fondamentale 27. 


B) tutte le soluzioni sono periodiche e ne esistono infinite con periodo fondamentale V2r. 


C) infinite soluzioni sono non limitate ed infinite soluzioni hanno periodo fondamentale 
Tn. 


D) tutte le soluzioni sono inferiormente limitate e le soluzioni con periodo fondamentale 
© sono infinite. 


E) altro. 


L'equazione differenziale assegnata è lineare del quarto ordine a coefficienti costanti e non 
omogenea) La soluzione generale si ottiene sommando all’integrale generale dell'equazione 
omogenea associata una soluzione particolare della non omogenea. 

L'equazione lineare omogenea associata, 


[Pd fi 4y' =0, 


ammette soluzioni del tipo y(x) = exp(Ax), con A € C soluzione dell’equazione 


X°+4X°=0 <> A=0(molt.2), +2; 
La soluzione generale dell’equazione differerziale omogenea è dunque 
Vo(T) =c1 + c2r +03 cos(2r) + c4sin(2x), cc ER, i= Li acsg® 


Vo(®) è non limitata se cy # 0. Quindi le risposte B e D sono false. y,(x) è periodica di 
periodo fondamentale T, = se c2=0, con almeno una fra le costanti c3, c4 non nulle. 
Se infine ca = c3 = c4 = 0, vo() è la funzione costante. 


Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si ottiene con il metodo per 
simpatia, usando l’ansatz 


Yp(1) = Acos(V2x) + Bsin(V2r). 
Sostituendo tale soluzione campione nell’equazione differenziale si Ottiene 


4 
ASTG, B=0. 
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yy(2) è periodica di periodo fondamentale T, = V27. La soluzione generale dell'equazione 
differenziale non omogenea è dunque 


y(£) = vo(T)+yp(1) = nteamtos cos(2r) +0, sin(22)-7 cos(v32), ae R i=1,...,4. 


Se cy = c3 = c4 = 0, y(x) è periodica di periodo fondamentale V27. 

Discutiamo infine il caso in cui cr = 0 e almeno una costante fra cz e c4 è non nulla. Si ha 
che y(x) è la somma di yo() che ha periodo fondamentale 7, = x e di yy(x) che ha periodo 
fondamentale 7, = V27. Poiché i due perioci fondamentali sono incommensurabili, cioè 
T,/To = V2Q, in questi casi y(x) è limitata, ma non periodica. 

La risposta A è dunque corretta perché le sole soluzioni periodiche sono quelle per cui 
cy = c3 = c4 = 0 e hanno periodo fondamentale v27, e tutte le soluzioni con cr = 0 sono 
limitate. La risposta C è falsa perché non esistono soluzioni periodiche di periodo 7. 


Esercizio 8.3.6 Per l'equazione differenziale 
y® + 240 +94 + 189 = 12 + sin(62), 


A) si hanno infinite soluzioni positivamente divergenti (x +4 +00). 

B) si hanno infinite soluzione periodiche con periodo fondamentale 27/3. 

©) si ha un’unica soluzione periodica con periodo 1/3. 

D) si hanno esclusivamente soluzioni limitate (® + +00) e infinite soluzioni non periodi- 


che. 


L'equazione differenziale assegnata è lineare del quarto ordine a coefficienti costanti e non 
omogenea. La soluzione generale si ottiene sommando all’integrale generale dell’equazione 
omogenea associata una soluzione particolare della non omogenea. 

L'equazione lineare omogenea associata, 


y0 +24 +94 + 187 =0, 
ammette soluzioni del tipo y() = exp(Ar), con A € C soluzione dell’equazione 
AÎ 4208 +9X2+184=0 «> A=0,-2,#38 
La soluzione generale dell'equazione differenziale omogenea è dunque 
Yo(x) = ci + e2e 7°” + 03 cos(3r) + ca sin(3r), GeR, i=1.. 34. 


Vo(x) è non limitata se ca £ 0. yo(1) è periedica di periodo fondamentale To Pe: 
© 0, con almeno una fra le costanti c3, c4 non nulle. Se infine c = c3 = ca = 0, yo(1) è 
la funzione costante. ren ; oa 
Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si ottiene con il metodo per 


Simpatia, usando l'ansatz 


yp(r) = Acos(6x) + Bsin(6x) + Cr. 
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Sostituendo tale soluzione campione nell'equazione differenziale si ottiene 


1 1 2 
n» B=+ C=31 
540° 180° 3 
Yp(x) non è periodica. La soluzione generale dell’equazione differenziale non omogenea è 
dunque 


A= 


1 
180 


ci € R, i = 1,...,4. Per ogni scelta dei coefficienti c;, é = 1,...,4, y(7) non è periodica e 


1 A 2 
y(1) = vo(1) +yp(1) = c1+c2e 7 +03 cos(3x)+c4 sin(37) + 540 cos(6r) += sin(6r) +2, 


li )= li z = +00 
«im v(e) = lim gr = +00. 


Le risposte B, C e D sono dunque false. La risposta A è corretta. 


Esercizio 8.3.7 L’equazione differenziale 


1 
ey'+ay -y=--2°, c>0, 
x 
A) ammette almeno una soluzione inferiormente limitata. 


B) ha esclusivamente soluzioni con un numero dispari (inclusa la molteplicità) di inter- 
sezioni con l’asse delle x. 


C) ha esclusivamente soluzioni cori un numero pari (inclusa la molteplicità) di intersezioni 
con l’asse delle x. 


D) soddisfa ad altro. 


Detta 
YU) =$(t(2)), t=log(x), 
si ha 
dy _dédt 1d$ 
dr © didr xd 
dy do 1d%$ 
dee dd de 


L'equazione differenziale lineare assegnata) in y(c), tramite il cambiamento di variabile 
proposto, è equivalente a un’equazione differenziale li are a co non 
tI ne: ienti i 
in (8), coefficienti costanti 


2,1 n 1 dé 
ly +tay-y=--7 ca 
yy 2 ii aa d9=e'- e. 


L’equazione omogenea associata, 


ha integrale generale 
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mentre una soluzione particolare della non omogenea si ottiene con il metodo per simpatia, 

usando l’ansatz i 
Pp(t) = Ae + Bte!. 

Sostituendo questa soluzione campione nell'equazione differenziale non omogenea, si ot- 

tiene 1 1 


A=-: = 
3” B 3 
Pertanto la soluzione generale dell'equazione differenziale lineare a coefficienti costanti è 
$(t) = c1e' + cae'— Late 
3 3 


Effettuando il cambiamento di variabile, infine, si ha la soluzione generale (di classe C°°) 


co l log(x) n 
=$@(1 = 2 lg Lc = ypag8: 
y(x) = $(log(r)) = ar + 7 — 37 n * D> 0, gERi=l1,..., 


Nessuna soluzione è inferiormente limitata, poiché 
lim y(2) = lim — i? = -00 
slm (a) = im ar = 


La risposta A è dunque falsa. 
Per verificare quale fra le risposte Be C sia vera, osserviamo che 


log(r) _ 46. 


dn ya) = dn "35 


Pertanto, la soluzione ha sempre un numero dispari di intersezioni con l’asse delle ascisse. 


È Ly PE 
Esercizio 8.3.8 Mediante il cambiamento di variabile indipendente t = 7, è possibile 


trovare esplicitamente la soluzione y(x) del problema 


nty' + 229 +4y=0 
4\_ (3) 
TORCE 


A) y(x) converge (ser + +0). B) y1)=7F 


€) y(x) non è limitata. D) altro. 


Detta 1 
va = 00) 17 
si ha 8 
dt 1 do Ca PERA 
Li ele di di 


di did dt 
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L'equazione differenziale lineare assegnata in y(x), tramite il cambia 


agi e Salta “lamento di variabil, 
proposto, è equivalente a un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti in di (O, 


x'y"+229Y+44=0 + CO Lag=0, 


Quest'ultima equazione ha integrale generale 


$(t) = Acos(2t) + Bsin(26). 


(89) 
Inserendo in (8.9) le condizioni iniziali, 
4 T 
ceglie B= 
Y (7) 9 (7) 9 a o 
(4 n° dé (n 8 
vira 4 7? 


si ha " 
y(x)= 6(3) = 4, cos (È) ) 2 > 0. 


La soluzione è limitata e quindi la risposta C è falsa. La risposta B è falsa, in quanto 


y(1) = > cos(2). 


Infine A è vera poiché 


lim y(e)= lim & cos (È) = SB 


T++0%0 r3+0 72 x n? 


Esercizio 8.3.9 La soluzione y(x) del problema 


422y"+y=0, 
| nico (8.10) 
y(1)=2, y(1)=3, 
soddisfa . 
ve(2/@) +y (3) ) =h, 
A) sek=2. B) sek=4. C) sek=6. D) sek=8. 
Tramite il cambiamento di variabile indipendente, t = log(x), posto $(t(x)) = y(®). al 
dy _ ld 
de 7 Tal®) 
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che trasforma l'equazione differenziale in (8.10) nella se s n . 
SR È suent ale 
lineare omogenea a coefficienti costanti, i ‘e equazione differenziale 


te ‘até-0 (8.11) 
L'equazione caratteristica di (8.11) ha una radice doppia: 
2 1 

4X°-4X+1=0 X=53: 

e quindi l’integrale generale associato a (8.11) è 
(t) = et(a + bt), 
cioé, 
y(x) = vE(a+blog(r)). 


a e b si determinano imponendo le condizioni iniziali, 


v(i)=a=2 Y(M)=3(0+5)=3 


e, infine, la soluzione di (8.10) è 


y() = 2V(1+og(2)). 


D è vera, in quanto 


Esercizio 8.3.10 La soluzione y(x) di 


(1-23)y"- ay +v = o, (-1<7<1) 
(8.12) 
IRETCEE 
(suggerimento: si effettui il cambiamento di variabile indipendente x = sin(t)), 
A) ha massimo in x = Li B) è strettamente monotona. 


©) è illimitata superiormente.  D) non soddisfa le risposte precedenti. 
Effettuando il cambiamento di variabile suggerito, 


TT = arcsi , rei 
sost cei <> L aresin(1) ] [ 


i 
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ZIALI 
e definendo 
y(1) = ult(2)), 
ah dy 1 du dy 1 du % x du 
de VI-xdt de? 1-xr2 dt? [A — 793 dr’ 
che genera il problema:di Cauchy equivalente a (8.12), 
du 
de +u=0, 
du (7 v3 
A #@--d 
6 di \6 p) 
la cui soluzione è 
Es v3 ] T "| 
ut) = 7 00500) — 3 sin(t), te Lo 
Pertanto, la soluzione di (8.12) è 
y(1) = ult(2)) = By -23- da, TE]-1,1[ (8.13) 


(8.13) è una funzione limitata sul dominio naturale, e quindi C è falsa. Poiché 
dy___tv3__3 
de Avia 


cambia di segno nell’intervallo di definizione ]-1,1[, 


per il teorema sul segno della derivata 
delle funzioni monotone, 


B è falsa. Infine, A è vera perché l’unico punto critico di y(£), 
Te = — 5» è di massimo assoluto per (8.13), ( 


Y(x) è strettamente crescente per x < ©: e 
Strettamente decrescente per x > Te) 


Esercizio 8.3.11 La soluzione del problema di Cauchy 


"_Ay na su 
y y+4y= 


y0O)=0, y(0)=1, 


A) converge (x + +00). 


B) non ha limite. 
C) è infinitesima. 


D) è limitata su R. 


È ri A STI i i i a 
L’equazione differenziale assegnata è lineare del secondo ordine a coefficienti costanti ci 
omogenea. La soluzione generale si ottiene sommando all’integrale generale dell’equazion 
omogenea associata una soluzione particolare della non 


omogenea. 
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L'equazione lineare omogenea associata, 
y"—4y' +4y=0, 
ha soluzione generale 
Yo(1) = ne + care, ce R, i=1,2. 


Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si ottiene con il metodo di varia- 
zione delle costanti, usando l’ansatz 


Yp(£) = nie? + va(2)re?F. 


Sostituendo tale soluzione campione nell’equazione differenziale si ottiene il sistema 


r 
N+rh=0, ie 
1 né 1 
, * PEA 
M+(1+22= 773 dira 


Pertanto 


n(c)= -; log(1+?), —‘2(r)=arctan(x). 


Infine la soluzione generale dell’equazione differenziale lineare è 
1 
y(c) = (ci + c2r— 3 log(1+2?) + zarctan(z)) ag 


Imponiamo le condizioni iniziali 


| y(0)=0, | c=0, 
i 


c= 1, 
La soluzione del problema di Cauchy proposto è dunque 
y(2) = (e = 3log(1 +29) + zarctan(e)) e. 


Discutiamo infine le risposte proposte. A e D sono false perché la soluzione diverge 
(r + +00): 


È 9 il ar _ 
Lim y()= limo (e "5 log(1 +?) + zarctan(2)) e = +00. 


B è falsa e C vera perché 


1 2r 
lim y(c)= lim (e — 2log(1+2) + zaretan(7)) e =0 
200 2460 2 
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8.3.1 Esercizi di ricapitolazione 

Esercizio 8.3.12 L’equazione differenziale 

Y" + 4y' = cos(22), 

A) ha un’unica soluzione periodica. B) ha infinite soluzioni periodiche. 

C) non ha soluzioni periodiche.* D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.3.13 Tutte le soluzioni dell ’equazione differenziale 


y" — 3y"+3y'—y= exp(22), 


soddisfano 
A) slim y(2) = +00.* B) lim ue) = +00. C) lim y(e) = -00. 
D) altro. 


Esercizio 8.3.14 Tutte le soluzioni massimali y(x) dell’equazione differenziale 


IT] 


y"+2y=1 
sono 


A) limitate, ma non periodiche. 


B) divergenti positivamente per x + +-00.* 
C) limitate e periodiche. 


D) divergenti negativamente per x + +00. 


Esercizio 8.3.15 L’equazione differenziale 
m 


Y"+9y' = sin(2), 


A) ha tutte le soluzioni periodiche ed il periodo fondamentale è CoA 


B) ha tutte le soluzioni periodiche ed il periodo fondamentale è 2r.* 
C) ha almeno una soluzione non periodica. 
D) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.3.16 L'equazione differenziale 


Y"+8y' = sin(22), 


A) ha infinite soluzioni periodiche. B) non ha soluzioni periodiche. 
C) ha un’unica soluzione periodica.* D) soddisfa ad altro. 


8.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DI ORDINE N 335 


Esercizio 8.3.17 L’equazione differenziale 
y° — 4y" + 3y — 12y= sin(36), 


A) non ha alcuna soluzione periodica di periodo fondamentale 27/3. 

B) ha un’unica soluzione periodica e tale soluzione ha periodo fondamentale 2r /3.* 
C) ha infinite soluzioni limitate, ma nessuna soluzione periodica. 

D) ha infinite soluzioni periodiche con periodo fondamentale 27/3. 


Esercizio 8.3.18 L'equazione differenziale 


sm 


y"+8y=2, 


A) ha tutte le soluzioni illimitate sia superiormente che inferiormente. 
B) non ha alcuna soluzione limitata inferiormente. 

C) soddisfa ad altro. 

D) ha infinite soluzioni superiormente limitate.* 


Esercizio 8.3.19 Per l’equazione differenziale 
y + 104" + 24y = sin(6t), 


si ha: 


A) tutte le soluzioni sono periodiche ed un’unica soluzione ha periodo fondamentale 7/3. 
B) esistono infinite soluzioni non periodiche e solo una soluzione periodica ha periodo 
fondamentale r/3.* 

C) tutte Je soluzioni periodiche hanno periodo fondamentale 7/3. 

D) esistono infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale r e nessuna soluzione 
periodica ha periodo fondamentale 7/3. 


Esercizio 8.3.20 Per l’equazione differenziale 
y® + 15" + 36y = sin(3v/3t), 


si ha: 


A) tutte le soluzioni periodiche hanno periodo fondamentale 2r/ v3. : 
B) esistono infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale 27 / V3 e nessuna soluzione 
periodica ha periodo fondamentale r/ v3. 

C) tutte le soluzioni sono periodiche ed un’unica soluzione ha periodo fondamentale 
2r/v27.* . 

D) esistono infinite soluzioni non periodiche e solo una soluzione periodica ha periodo 
fondamentale 2r/v27. i 
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Esercizio 8.3.21 Per l’equazione differenziale 
2y" + 4y" + 8y' + 16y = 7 sin(4t), 


si ha: 
A) nessuna soluzione periodica ha periodo fondamentale n/2. 
B) tutte le soluzioni periodiche hanno periodo fondamentale r. 


C) almeno una soluzione periodica ha periodo fondamentale r.* 
D) nessuna soluzione è periodica. 


Esercizio 8.3.22 L’equazione differenziale 
y” — 34" + 2y' — 6y= 3cos(4t), 


A) ha infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale n. 

B) non ha soluzioni periodiche di periodo fondamentale 7/2. 

C) ha infinite soluzioni limitate, ma nessuna soluzione periodica. 

D) ha almeno una soluzione periodica di periodo fondamentale r/2.* 


Esercizio 8.3.23 L’equazione differenziale 
y9 + 207° + 64y = 25 + sin(5t), 


A) ha tutte le soluzioni limitate e nessuna soluzione periodica. 

B) ha esclusivamente soluzioni periodiche ed ha un’unica soluzione periodica con periodo 
fondamentale 2r/5.* 

©) ha infinite soluzioni periodiche con periodo fondamentale r/2 ed infinite soluzioni 
periodiche con periodo fondamentale 27/5. 


D) tutte le soluzioni periodiche hanno periodo fondamentale 27. 
E) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.3.24 L'equazione differenziale 
y® — 4 + 44 — 69 — 129=7- sin(t/v6), 


A) non ha soluzioni periodiche con periodo fondamentale 2rV6 e non possiede soluzioni 
limitate superiormente. 


B) ha infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale 27/V6 ed infinite soluzioni 
limitate superiormente, ma non inferiormente. 
C) possiede un’unica soluzione periodica di periodo fondamentale 2r-v6. 


D) ha infinite soluzioni non limitate inferiormente ed infinite soluzioni periodiche con 
periodo fondamentale 2r/6.* 


E) soddisfa ad altro. 
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Esercizio 8.3.25 L’equazione differenziale 
y0 + 207 + 64y=5+cos(2t), 


A) possiede esclusivamente soluzioni periodiche di periodo fondamentale 7. 

B) ha infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale r ed almeno una soluzione 
periodica di periodo fondamentale 7/2. 

C) non possiede soluzioni inferiormente limitate.* 

D) ha infinite soluzioni limitate e non periodiche. 

E) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.3.26 L’equazione differenziale 


YO +4 + 49’ + 4y = 5 sin(2t), 


A) non ha soluzioni periodiche con periodo fondamentale 7 e non possiede soluzioni 
limitate inferiormente.* 

B) ha infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale x ed infinite soluzioni limitate 
inferiormente, ma non superiormente. 

C) possiede un'unica soluzione periodica e tutte le altre soluzioni sono non limitate. 

D) ha infinite soluzioni limitate e nessuna soluzione periodica. 

E) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.3.27 L’equazione differenziale 


y® +94 = 3sin(4t) +5 cos(2t), 


A) ha infinite soluzioni inferiormente non limitate ed infinite soluzioni di periodo fonda- 
mentale 7.* 

B) non ha soluzioni periodiche di periodo 7. Nr Los 
C) ha un’unica soluzione periodica di periodo fondamentale r ed infinite soluzioni di 
periodo fondamentale 27. : ssd 
D) ha infinite soluzioni limitate ma non periodiche ed almeno una soluzione ha periodo 
fondamentale r.. 

E) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.3.28 L'equazione differenziale 


y + 107 + 24y = 6+ 2sin(2t), 


A) ha infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale n. 

B) possiede un’unica soluzione periodica di periodo fondamentale t. 
C) possiede infinite soluzioni non periodiche e limitate. 

D) possiede infinite soluzioni non periodiche e non limitate. sai 

E) soddisfa ad altro. 
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Esercizio 8.3.29 L’equazione differenziale 
YO — 349 + 940 - 279 = sin(4t), 


A) ha infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale 7 
diche di periodo fondamentale 2r.* 

B) ha infinite soluzioni periodiche e tutte le soluzioni 
mentale 7/2. 


C) ha un’unica soluzione periodica di periodo fondamentale 7/2 ed infinite soluzioni 
soluzioni periodiche hanno periodo 2r. 


D) ha infinite soluzioni periodiche e tutte le soluzioni periodiche hanno periodo fonda- 
mentale 27/3. 


E) soddisfa ad altro. 


/2 e infinite soluzioni perio- 


periodiche hanno periodo fonda- 


Esercizio 8.3.30 L'equazione differenziale 


y9 + 30y + 1444 = 12+ 3sin(v54t), 


A) ha infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale rV/6/9 ed infinite soluzioni 
periodiche di periodo fondamentale nV6/3. 


B) ha tutte le soluzioni periodiche di periodo fondamentale r/6/3. 


C) ha un’unica soluzione periodica di periodo fondamentale r/6/3; tutte le altre soluzioni 
hanno periodo fondamentale n/6/9. 
D) ha un’unica soluzione periodica di periodo fondamentale r/6/9; tutte le altre soluzioni 
hanno periodo fondamentale 7/6/3.* 
E) soddisfa ad altro. 


Esercizio 8.3.31 L’equazione differenziale 
y® d 20y0) +36y= 11+ sin(v8t), 


A) ha un'unica soluzione periodica e questa ha 
soluzioni sono limitate e non periodiche. 


B) ha infinite soluzioni periodiche di periodo fondamentale m/v2. 
C) possiede esclusivamente soluzioni periodiche; un’unica soluzione ha periodo fondamen- 
tale V2r. 


D) soddisfa ad altro.* 


periodo fondamentale n/V2; tutte le altre 


Esercizio 8.3.32 Per ] ‘equazione differenziale 


49 + 35y + 300y = sin(3v50), 


si ha: 


A) nessuna soluzione periodica ha periodo fondamentale T/v5.* 
B) infinite soluzioni periodiche hanno periodo fondamentale 27/V15. 


C) tutte le soluzioni periodiche hanno periodo fondamentale 2r/v5. 
D) nessuna soluzione è periodica. 


8.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DI ORDINE N 339 


Esercizio 8.3.33 Per l’equazione differenziale 
y + 304‘ + 81y = 2cos(2V34), 


si ha: 


A) tutte le soluzioni sono periodiche e nessuna ha periodo fondamentale 27/ v27.* 

B) esistono infinite soluzioni non periodiche e infinite soluzioni periodiche di periodo 
fondamentale 2r/v/3. 

C) tutte le soluzioni sono periodiche e infinite soluzioni hanno periodo fondamentale 


7/V3. 
D) altro. 


Esercizio 8.3.34 Si denotino con y(x) le soluzioni dell’equazione differenziale 
ry' —3ry+3y=23, (c>0). 


Si ha che: 


A). tutte le soluzioni y(x) verificano y(x) = O(x* log(z)), (x + 0+). 
B) nessuna soluzione y(x) verifica y(x) = O(x*log(2)), (r + 0+).. 
C) infinite soluzioni y(x) verificano y(x) = O(23log(x)), (r + 0+).* 
D) una sola soluzione y(x) verifica y(x) = O(x3 log(2)), (2 + 0+). 


Esercizio 8.3.35 Detta y(t) la soluzione massimale del problema di Cauchy 
y" +9y = cos(2t), 
Î y(0)=a, y‘(0)=b, 
si determinino tutti gli a,b € R per cui y(t) è periodica di periodo 2r. 


A) (a,b) £ (0,0). B) Va,b e R. C) ab #0. D)a=7,6=0. 


Esercizio 8.3.36 Detta y(t) è Ja soluzione massimale del problema di Cauchy, 
y" — 6y' +5y = exp(t), 
y(0)=a, y(0)=0, 


allora, per ogni a € R, si ha 


A) y(t) = O(exp(t)), (t + —00). B) y(t) = O(texp(t)), (t + -00). 
C) y(t) = O(exp(5t)), (+ —00). D) y(t) = O(exp(t)), (t + +00). 
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Esercizio 8.3.37 La soluzione y(x) del problema di Cauchy 
[ x2y" —3xy +y=x2log(x), 


y1)=v3, y(1)=1, 


A) soddisfa limz-,+.0Y(1) = -00. B) non soddisfa le altre risposte. 
C) è inferiormente limitata.* D) soddisfa lim,-,0y(x) = —c0. 


Esercizio 8.3.38 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 
| y"+sin(2)y'=0, 
y0)=-v5, y(0)=1, 


(suggerimento: non è necessario determinare esplicitamente y(x)), 


A) è periodica di periodo 2r. 


B) ha massimo sul dominio massimale. 
C) è strettamente crescente su R.* 


D) non soddisfa le altre risposte. 


8.4 Equazioni differenziali non lineari 


Figura 8.10: La soluzione y(x) del problema di Cauchy (8.4.1) è limitata. 


Esercizio 8.4.1 La soluzione del problema 


i as 
y(0)=1, y'(0) = 2, 
A) diverge (e-®=00). B) e’ definita su | —00, log n; [ 


C) ha due minimi relativi. D) altro. 


8.4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI NON LINEARI si 


Nell’equazione differenziale (8.14), il membro di destra non dipende da y. Operando il 
cambiamento di variabile 


i 
y=v, 


da (8.14) si ottiene il seguente problema di Cauchy 


v=v(1+) 


(8.15) 
v(0) =2. 


associato a un’equazione differenziale a variabili separabili definita per v > 0. Poiché 


1 3 v 
v(1+02) vv 1+02° 


si ha 


=v 


v_ ds vs 1 PAG 
=| |-- = |log(s) — = log(1 + 

/ s(1+ 52) i È 1+ n) sa [bs(s) 2 ta )a 
_ 1 PINO! = vv5 

= log(v) — log(2) — 3 log(1+v°) + 3 log(5) = log EMERT 


e, infine, la soluzione in forma implicita di (8.15) è 


lo vi =t 
GV, ere 


Invertendo quest’ultima espressione, si ottiene la soluzione di (8.15), 


0000) 
yi - i pla) 


î 3% (7) 
1- 7 exp(26) > t< 3198 1}: 


Il problema di Cauchy iniziale (8.14) è, pertanto, equivalente alla ricerca della primitiva 
y(t) di v(t), 


v(t) = 


definita per 


2 exp(6) 
du_ 5"  t<log (È) i (8.16) 
di 4 2 


che soddisfa y(0) = 1. B è vera in quanto y(t) è definita nello stesso intervallo in cuì è 


definita v(t), È usi (4) [ 


Per costruzione, y/(4) > 0 nell'intervallo di definizione (infatti il membro di destra in (8.16) 
è positivo) Quindi per il teorema sul segno della derivata delle funzioni monotone, la 
soluzione y(t) è strettamente crescente e la risposta C è falsa. 
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Per completezza, verifichiamo che la risposta A è falsa. A tale scopo determiniamo la 
primitiva in (8.16). Operando il cambiamento di variabile 


2 
ue 5 exp(s), 


si ha 


= 1+aresin (& 250) — arcsin (4) x È e |-coo O 


Tale soluzione è evidentemente superiormente e inferiormente limitata. 


Esercizio 8.4.2 Per y(x), soluzione del problema 


Ary 
y=4r/y+ 3, 
4221 (8.17) 
y(1)= 


si ha: 
A) y(x) = O(x), r + +00. B) y(x)= O(v7), r + +00. 


2_2 
C) ya) = dani, Tr++00. D) altro. 


Operando il cambiamento della variabile dipendente, 


uc) = yu), 
(8.17) è equivalente al problema lineare di Cauchy, 
uc) = CL +22, 


4x2 1 (8.18) 


u(1) 


v3, 


definito per r > 3 Poiché 


È 2% 1 
A = sen a 
(x) I #_1 dt = 7 (log(4x? — 1) — log(3)), 


ar 
EI 
Il 


fuoo- — A(t))dt = 2] (E) 1 
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la soluzione di (8.18) è, r € R +00|, 


u(x) = exp(A(#)) [u(1) + B(2)] = Di (! +(V8- D(; È ;)) ; 
Fn 


e, infine, C è vera poiché la soluzione di (8.17) è definita ancora su x > z e si ha 


y(t) 


Il 
è 
PS 
Il 
Passage" 
CS 
R 
; 
I 
tima 
rg 
- 
= 
3 
ww 
Il 
ar; 
"egianni 
CS 
: 
w 
La i 
: 
Sir 


Figura 8.11: La soluzione y(x) del problema di Cauchy (8.4.3) ha minimo. 


Esercizio 8.4.3 La soluzione y(t) del problema di Cauchy 
y" — exp(y') = 0 
y0)=1, Y(0)=2 
A) non soddisfa le altre risposte. 
B) soddisfa lim y(t) = +00. 
texp(-2) 


C) è inferiormente non limitata sul dominio massimale. 


D) soddisfa y(t) > 3exp(—2) sul dominio massimale. 


L’equazione differenziale del problema di Cauchy assegnato non dipende esplicitamente 
dalla variabile dipendente y(x) e quindi, operando il cambiamento di variabile dipendente, 


y'() = u(e), 
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ih 
du u'— exp(u)=0, 
‘(8.19 
u(0) = 2. Me) 


Il problema di Cauchy a variabili non separabili (8.19) ha soluzione implicita 


Jexp(-9)ds = fai 


2 
da cui si ricava 


u(a)=— log(exp(-2) — x), T<exp(-2). 
Infine, 


ue) =1+ Îutoras =1- fusto) — t)dt 
Ò Db) 


=1+2exp(-2) ++ [exp(-2) — x] log(exp(—2) 


— I), r<exp(-2). 
Terminiamo |’ 


esercizio discutendo le risposte proposte. Si ha 


a; (€) =1+3exp(-2), 


e, quindi, B è falsa. Inoltre, 
slim y(1) = +00, 
e, quindi, la soluzione è inferiormente limitat 


a e C è falsa. Infine la soluzione y(x) ha 
minimo nel punto critico x = exp(—-2) — 1 ch 


e vale 


sin, U(©) = y(exp(-2) — 1) = 3exp(--2) 


e la risposta corretta è quindi D. 


Figura 8.12: La soluzione in forma 


implcita del problema di Cauchy (8.4.4) è 
y(2)flog(-y(2)) +1]-x+2=0 


8.4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI NON LINEARI 


Esercizio 8.4.4 La soluzione massimale y(x) del problema di 


yy +(Y)=0, 


Cauchy 


(8.20) 
y(0)=-1, y(0)=1 


DE 
A) è strettamente decrescente. 
C) soddisfa y(x) < — exp(—-2). 


B) non è superiormente limitata. 
D) non soddisfa le altre risposte. 


Osserviamo preliminarmente che A è falsa, in quanto implica y'(x) < 0, mentre y(0) > 0. 
L'equazione differenziale nonlineare del problema di Cauchy (8.20) non dipende dal- 
la variabile indipendente x e, quindi, ne riduciamo preliminarmente il grado con la 
sostituzione 

Y(2) = w(y). (8.21) 
Sostituendo (8.21) in (8.20) si ha 


vu +w"=0 
(8.22) 
1 
w(-1)= 3 


La soluzione implicita della (8.22) è 


da cui si ha 1 


w(y) = 2Ylog(=y)' 


y<-exp(-2) 

e, infine, usando la (8.21), 
ui 
dr 2+log(-y) 


La risposta corretta è quindi C. 


y<-exp(-2). 


Esercizio 8.4.5 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


y'-22(9)? =0, 


vW=0 YM)=i, 


A) è definita su un intervallo non limitato ed è limitata. 
B) è definita su un intervallo limitato e non è limitata. 
C) è definita su un intervallo non inferiormente limitato ed è superiormente limitata. 


D) non soddisfa le altre risposte. 
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Figura 8.13: La soluzione y(©) del problema di Cauchy (8.4.5) è definita su un intervallo 
limitato e non è inferiormente limitata. 


L’equazione differenziale 


v = 2r(y')? i 0, 
non dipende da y(x). Sostituendo 


‘)=y'(2), 
nel problema di Cauchy assegnato, si ha 


v'— 2x0 =0, 


v(1)= i. 


L'equazione differenziale in v(x) è a variabili separabili e la soluzione in forma implicita è 


v Tr 
d. 
J5=2? udu, 


da cui si ricava facilmente 


Inoltre, da sgn(v(x)) = 


i sgn(v(0)), si ha che il dominio massimale di v(r) e della sua 
primitiva, y(x), è 


«AL 


Infine, la soluzione del problema, di Cauchy assegnato è, x € | - El 


x 


va) = [vat =2 | Gelati ( GLU Da) i 
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8.4.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 8.4.6 La soluzione massimale y(r) del problema di Cauchy 


2ry 
/ 2 L 
=y+ 9 
VEV tI 
3 
Ti) 
Y0)=-}> 


B) non è limitata.* 


A) è definita sull’intervallo ] — 1,2[. 
D) non soddisfa le altre risposte. 


C) soddisfa limz,-1 y(c) =0. 


Esercizio 8.4.7 La soluzione massimale v(x) del problema di Cauchy 


[ y = sin(2)ly—y°) 
y(0) = v3, 


B) è periodica di periodo 2r.* 


A) non soddisfa le altre risposte. 
D) è definita su ] — mt. 


C) soddisfa lim,-,+00 y(1) = +00. 


Esercizio 8.4.8 La soluzione massimale y(x) del problema di Cauchy 


{ y" — yexp(y°) =0; 
y(0)=1, y(0)=v2, 


A) è inferiormente limitata. 

B) soddisfa y(x) < ylog(e — 1). 
C) non soddisfa le altre risposte. 
D) è strettamente decrescente. 


8.5 Sistemi differenziali lineari 


Esercizio 8.5.1 Per la soluzione X(t) del sistema differenziale 
od=xr+2 


y=-r+2y-52 (8.23) 


2'=-r+y+22 


tale che X(0) = (1,1, 7), si ha 
A) |l8(1)]|= O(exp(t)), ((-+ +00). B) altro. 


asa) (2) 22 (108) 


348 CAPITOLO 8. EQUAZIONI E SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALJ 


La matrice dei coefficienti associata a (8.23), 


li: "Ge 
A=|-12-5]|, 
alii 2 


ha per autovalori le soluzioni dell'equazione caratteristica 


1-4 0 1 
1 2-4 -5 
=! 1 2-1, 


det(A-A/) = =(1-))(A2-4X+10)=0, 


cioé tre autovalori semplici A= 1,2 + iv6. 
L’autospazio reale associato a \= 1 è 


N(A-1I)= {(u,v,w)e R3 : w=0, —u+v-5w=0, -u+v+w=0} 
= {(u,v,w) € R? : w=0, -u+v=0}. 
ed è generato dal vettore 7, = (1, 1,0). L’autospazio complesso associato A= 2+iv6 è 
N(A-(2+iv6)I)={(u,v,w) e CS : (1-iVv6O)u+w=0, 
—u—iv6v—5w=0, -u+v-iv6w=0} 
= {(u,v,w) e C3 : w=(1+iv6)u, v=(-5+ iV6)u}, 
ed è generato dal vettore 7 = (1 — iv6,1+ 166,7). Per le proprietà degli autospazi di 


autovettori relativi ad autovalori complessi coniugati, l’autospazio associato all’autovalore 
A=2- iv6, è generato dal vettore 3 = (1+iv6,1— i6v6, 7), complesso coniugato di 


n. 
Pertanto una matrice fondamentale di soluzioni reali di (8.23) è 
(1) = (exp(1)71, Rlexp((2 + iv6)t)z2], Slexp((2 +iv6)t)z]) 


e, e?(cos(tv6) + v6sin(tv6)), —v6e(cos(tv6) + sin(tv6)) 


(8.24) 
=| e, e(cos(tv6) — 6V6sin(tv6)), —6v6e%(cos(tv6) + sin(tv/6)) 
0, Te cos(tv6), Te? sin(tv6) 
Poiché 
11-v6 
®(0)= Î 11 6v6 Ì (8.25) 
07 0 i 


e la condizione iniziale X(0) = (1,1,7) coincide con la seconda colonna di (8.25), la 
soluzione del problema di Cauchy (8.23) è la seconda colonna della matrice fondamentale 
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(8.24): 
e(costtv6) + vGsin(tv6)) 
X(t) = Rfexp((2 + iv6)t)z} = e (cos(tv6) — 6V6sin(tv6)) 


Te?! cos(tv6) 
Infine C è vera in quanto 


X (a) = exp (4) (v6, —6v6,0), 


mentre A e D sono false, in quanto 


limz-,400 ||X(t)]| exp(-t) = exp(t)y51 + 171 sin?(tv6 — 10 cos(tv6) sin(tv6) 
= +00. 


x(7)# ee, 1+V8,2- v3). 


Esercizio 8.5.2 Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti 


costanti 
(#)-(44)(7) (828) 


al variare del parametro p € R. 


A) Per nessun valore del parametro reale p il sistema ha autovalori di molteplicità 
algebrica 2. 


B) Le altre risposte sono false. 
C) Seu=1e (0) = (1,0), allora ||X(t)|| = O(t), (pert + +00). 


D) l’integrale generale del sistema è costituito da soluzioni limitate per ogni valore di p. 


4m=(% 3). 


ha per autovalori le soluzioni dell'equazione di secondo grado 


La matrice 


det(A(4) - A) =0 «+ X°+A(3-2)+4-34=0. (8.27) 


Condizione necessaria e sufficiente affinchè l’integrale generale associato a (8.26) sia costi- 
tuito da soluzioni limitate è che gli autovalori di A(4) siano immaginari puri. Quest'ultima 
condizione si verifica solo per 4 = 3 e quindi la risposta D è falsa. 

A è falsa perché il discriminante di (8.27) si annulla se 


(3- 4)?- 4(4-340)=0 «> n= 1,-7, 


cioé per 4 = 1, —7 gli autovalori di A sono doppi. 
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Se 4 = 1, l’autovalore doppio di 


40=( 4 x} 


vale A = —1 ed ha associato l’autospazio unidimensionale generato dal vettore Ùù, = 
(1,-1). Un autovettore generalizzato 7 relativo a A = —1 è un qualunque vettore 
non nullo di R? linearmente indipendente dal precedente e conviene sceglierlo pari alla 
condizione iniziale proposta nella risposta C, % = (1,0). Pertanto, 


#() = exp(A(1)t) ( 3 ) = exp(-t) (F + (A(1) +10] ( È ) 


1+2t 2 1 exp(—t)(1+2t) 
-t = ; 
tinta Î -2t 1+2t | 0 ) Î —2t exp(-t) 


Infine, C è vera, poiché 


im IIEG)II _ . exp(-t)vi+4t+381 
lim a lim 


T++00 T++00 È 


Esercizio 8.5.3 (t), soluzione del problema di Cauchy 


300 1 
r-(230) 20-(1). (8.28) 
b-2 8 0 


©) non soddisfa le altre risposte. D) ||z(t)I| =O (texp(3%)), (t + +00). 


A) è superiormente limitata. B) soddisfa #(1) = exp(3) | 


(CAI 


La matrice dei coefficienti associata a (8.28), 


300 
A={230]|, 
123 
ha autovalore A = 3 di molteplicità algebrica k = 3, poiché 
det(A— AI) =(3-))}. 


L’autospazio associato a A = 3 è lo spazio vettoriale unidimensionale 


N(A-3I)={(u,v,w) e R8 : 2u=0, u+2v= 0}, 
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generato dal vettore £, = (0,0,1). La soluzione del sistema di equazioni differenziali 


lineare con condizione iniziale T(0) = #,, è 
0 
1 (1) = exp(34)71 = (IO) 


Poiché 


l’autospazio generalizzato 
N(A-31? = {(u,v,w) € R° : u=0}, 


ha dimensione 2 ed è generato da 7} e da 7, = (0,1,0). La soluzione del sistema di 
equazioni differenziali lineari con condizione iniziale 7(0) = 72 è 


0 
Ta(t) = exp(3t)[[+(A-3/)t]z2= | exp(3t) 
2t exp(3t) 
Infine (A — 37)? è la matrice nulla di R? e l’autospazio generalizzato, N(A — 3/)? = R', 
è generato da 7, 7, e da un qualunque vettore non nullo linearmente indipendente dai 
precedenti, ad esempio 3 = (1,0,0). La soluzione del sistema di equazioni differenziali 
lineari con condizione iniziale #(0) = #3 è 
exp(36) 
T3(t) = exp(3t) [I +(A-3))t+ s(A - 30] î3= 2texp(3t) 

(t+12) exp(3t) 

Pertanto una matrice fondamentale di soluzioni reali di (8.28) è 
0, 0, exp(36) 
PO) = (E (0),72(1), 73) = |. 0, exp(8) = 210x984) (8-29) 


exp(3t), 2texp(3t), (t +42) exp(3t) 


00 
© (* 1 
10 


e dal confronto di 
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con la condizione iniziale di (8.28), 7(0) = (1, 1,0), la soluzione del problema di Cauchy 
(8.28) è la somma della seconda e della terza colonna di (8.29), 


exp(3t) 
T(t) = T2(1) +î3(t)= | (1+2t)exp(3t) 
(3t + t?) exp(3t) 
Infine A e D sono false, in quanto la soluzione non ha norma superiormente limitata e 


[le(6)]  _ exp(3t)v2 + 2t + 13t + 683 +47 i, tatoi 
texp(3t) texp(3t) È ’ 


di 
x(1) = exp(3) | 3 | 5 
4 


mentre B è vera poiché 


Esercizio 8.5.4 Ogni soluzione, x(t) = (x(t), y(t)), del sistema 


| x =2y-5r+exp(t) 


(8.30) 
y=x—6y+exp(-2t). 


A) è limitata su R. 

B) soddisfa limy_,4.c0 ||F(t)]| exp(2t) = +00. 
C) ha limite finito limy_, co ||F(t)I| exp(t). 
D) non soddisfa le precedenti risposte. 


Determiniamo innanzitutto l’integrale generale del sistema lineare omogeneo associato a 
(8.30), la cui matrice 


-5 2 P 
s-(7 4) 


ha per autovalori le soluzioni dell'equazione 


det(A-A1)=0 > X\=-4,-7. 


Ù) 


L’autospazio associato all’autovalore \ = —4 è generato dall’autovettore vi = (2,1) e 


l’autospazio associato all’autovalore \ = —7 è generato dall’autovettore © = (1,-1). 
Pertanto, l’integrale generale del sistema omogeneo è 


ca Î 2c1 exp(—4t) + ca exp(—-7t) 
l c1exp(-4t) — c2 exp(—-Tt) 
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Una soluzione particolare del sistema non omogeneo si ottiene con il metodo per simpatia, 
7 
) 


sostituendo 
sosti _ aexp(t) + bexp(-2t) 
p(t) Si , 
cexp(t) + dexp(—2t) 
in (8.30), € risolvendo il sistema lineare algebrico 
7 
a=— 
6a-2c=1 40 
1 
a-Tc=0 cia 
nà 
36-24 =0 ù= dl 
5 
b+4d=-1 8 
d= To 


Infine l’integrale generale di (8.30) è 


1 
2c, exp(—4t) + co exp(—Tt) + Le exp(t) + 7 exp(-2t) 
[9] 


#0) = (8.31) 
1 3 
—4t) - —_ n= ETA =2 
ci exp(—4t) — c2exp(—Tt) +% exp(t) + TT exp(—2t) 
A è falsa poiché le soluzioni (8.31) hanno norma non limitata: 
Ilz()I] = O(exp(t)), (t + +00). 
C è falsa e B vera poiché 
dim E@)]|exp(1) = lim exp(-60)y/2d + o(1) = +00, 
lim ||#(t)]|exp(2t) = lim exp(3t) -_ + 0(1)= +00. 
ta+00 p t++00 4V2 
Esercizio 8.5.5 La norma della soluzione x(t) del sistema differenziale 
(8.32) 


x=[3 i]eo-[a] 


A) converge t > -00. B) converge t + +00. 


©) è limitata su R. D) non soddisfa le precedenti. 
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La matrice dei coefficienti associata a (8.32), 


_f6e -2 
sa ( 13 -4 ) i 
ha per autovalori le soluzioni dell'equazione caratteristica 


6-Ai -2 


det(A-M)=| 3 i |enazzo 


cioé due autovalori complessi coniugati A+ = 19. 
L’autospazio complesso associato a A+ =1+i è 


N(A-(1+i)I)={(u,v) € C2 : (5—i)u—2v=0} 


ed è generato dal vettore 7, = (2,5 — i). Per le proprietà degli autospazi relativi ad 
autovalori complessi coniugati, l’autospazio associato all’autovalore A- = 1—i, è generato 


dal vettore 2_ = (2,5+) complesso coniugato di Z. Pertanto, una matrice fondamentale 
di soluzioni reali associata a (8.32) è 


Il 


®(t) = (Rfexp((1+i)t)Z:], Stexp((1+i)0)Z4]) 


Il 


2exp(t) cos(t), 2exp(t) sin(4) (8.33) 
| exp(t)(Scos(t) + sin(t)), exp(t)(- cos(t) + 5sîn(t)) 
Quindi la soluzione di (8.32) è la combinazione lineare dei vettori colonna di (8.33), 
2c; exp(t) cos(t) + 2c2 exp(t) sint) 
di | cy exp(1)(5 cost) + sin(t)) + co exp(t)(- cos(t) + 5sin(t)) 


che soddisfa la condizione iniziale 


_fi)_ 2c, ho 2 
0 =[1] = [set a.| - 35573 


exp(t)(cos(t) — 5 sin(t)) 
x(t) = Î è 


13exp(t) sin(t) 


A è vera, mentre B , C e D sono false, poiché 


cioé 


Ibc(O)I| = exp(t)V1 + 5 sin(24) + 193 sin?(è) 


è limitata per t + —c0 e diverge per t + +00. 


‘EMI DIFFERENZIALI LINEARI 


85. SISI 


La soluzione x(t) di 


3-10 i 

1: 

0 so) 0-(1). " 
0 -34) 


Esercizio 8.5.6 


A) ha componenti periodiche. 


B) ha lz(4)Il exp(—3t) limitata. 
C) ha lr(b)Ilexp(-26) convergente per t + +00. 


D) non soddisfa le precedenti. 


La matrice dei coefficienti associata a (8.34) 
) 


3-10 
A=|1 3 0]|, 
” 0 12 


ha per autovalori le soluzioni dell'equazione caratteristica 
det(A- AI) =(2-A)((3-A)°+1)=0, 


pio tre autovalori semplici A= 2,3 + è. 
L’autospazio reale associato a A = 2, 


M(A-1)={(u,v,w) € R° : u-v=0, u+v=0, v=0}, 
è gene, î, 
generato dal vettore #j = (0,0, 1). L’autospazio complesso associato \=3+t, 


N(A-1)={(u,v,w)e C* : iu+v=0, v-(1+i)w=0}, 


tà degli autospazi relativi ad 


è genera n 
to dal vettore 2, = (-1+,1+i,1). Per le proprie 
— i, è generato dal vettore 


autovalori e 
z= Spur coniugati, l’autospazio associato a A = 3 
î,1— i, 1), complesso coniugato di Za. 


Pertanti 
0, Ul i x 
, una matrice fondamentale di soluzioni reali associata & (8.34) è 


(6) = (exp(26)71, Rlexp((3 + 1)2)Z2], Stexp((8 + i)t)zal) 


0, —e*(cos(t) +sin(1)), e“ (cos(t) — sin(0) 835) 


=| 0, e8(cos(t)-sin(6), e8'(cos(t) + sin(t)) 


e e8! cos(t), e8t sin(t) 


o 411 
(0) (° dla 
110 


Poiché 
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la soluzione di (8.34) è la terza colonna della matrice fondamentale (8.35). Quindi 2(t) 
non ha per componenti delle funzioni periodiche e la risposta A è falsa. Infine, da 


Ilz(t)|| = exp(3t)V2 + sin?4, 


si ha B vera e C falsa, in quanto 
Ilz(t)]| exp(-36) = v2 + sin?t 
|x(t)]| exp(--2t) = exp(t)v2 + sin?t. 


Esercizio 8.5.7 La soluzione del problema di Cauchy 


#-(1 s)ee[i) 20=(1) (8.36) 


soddisfa, 
A) Jim [#0)I|=0. - B) lim. [#()]|=+00. 
Cc) dim IE) € R\{0}. D) altro. 


Il problema di Cauchy assegnato è associato a un sistema lineare a coefficienti costanti 
non omogeneo. La soluzione di (8.36) si ottiene come somma di una soluzione opportuna 
del sistema omogeneo associato e di una soluzione particolare del sistema non omogeneo. 
Determiniamo innanzitutto la soluzione generale del sistema lineare omogeneo associato, 


&-(î d )asdr 


Gli autovalori della matrice A sono complessi coniugati: 


9, VB 
Masztim 


foi t 7 ? 3 
con autospazi N(A — A+I) generati rispettivamente dai vettori 7 = (È F Ae n). 
Procedendo come negli esercizi precedenti, si ha la soluzione generale del sistema lineare 
omogeneo associato: 


To(t) = c1 exp (53) 5008 (È) 2% ABain (È) | 
ha 2 — cos (È) 
: 3 cos (MB 
+c, exp (È) ssi (È) _ cre (F) Loi 


Pra 
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5 y i, 

Una soluzione particolare dell de non omogenea si ha usando il metodo per sim- 

atia. Poiché il valore 0 non è fra gli autovalori del sistema lineare omogeneo associato 


ja soluzione particolare di (8.36) del tipo, 


ricerchiamo uni 
a 
Tno(t) = 

4 (8.37) 
been costanti da determinarsi imponendo che (8.37) risolva il sistema in (8.36) 
cio risolvendo il seguente sistema algebrico, i 

2 

3a-3b+1=0, a=-È 

nà 
a+6b=0, Sa 1 
21 


Infine, per determinare il comportamento asintotico della norma della soluzione 
l#(t)]| = IlFo(t) + Fno(t)]|, (t > -00), 


non è necessario determinare ci e c2 imponendo le condizioni iniziali. Infatti, 
MIE di: 
glim_ £o(6) = ( 0 it 
ri 5 A i Sud N 9 
(l'integrale generale dell’omogenea associata contiene termini del tipo exp a! ). Pertanto 


si ha Mer 
37 


Jim [EI = n Nei = 7 ER 


La risposta corretta è quindi C. 
Alternativamente, il problema di Cauchy assegnato si può risolvere ponendo 


20= (28). 


€ passando all’equazione differenziale lineare del secondo ordine e 


[ co(t)" — 3rh(t) + 1122(t) = 1» 


quivalente 


a (0) = 20(0) — 30200) 


Esercizi, " 
Sercizio 8.5.8 La soluzione del problema di Cauchy 


1 .38) 
s-(40)ex (60). ae (3) FA 
Soddisfa, 


A) lla 
) Ila) = Ot exp(4t), (t + +00). 


lE) = O(texp(41), (t + +00). 


DIECI = O(exp(42), (t + +00). 
) altro. 
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Come nell’esercizio precedente scriviamo la soluzione del problema di Cauchy come la 
somma di una soluzione particolare dell'equazione differenziale lineare non omogena e di 
un’opportuna soluzione dell’equazione lineare omogenea associata, 


4 DIL n 
z-(3 EA 
La matrice dei coeeficienti ha autovalore A = 4 di molteplicità algebrica 2 e geometrica 1 e 


l . (A-4I)? è la matrice nulla e, quindi, 


il nucleo N(A-4/I) è generato dal vettore 7 = 
un autovettore generalizzato associato all’autovalore A = 4 è un qualunque vettore, &, di 
R? indipendente da . Ad esempio, è = i ) Procedendo come in esercizi precedenti, 


si ha la soluzione generale dell’equazione differenziale lineare omogenea associata: 


(0) 
To(t) = exp(4t) Î ; 


ci +3c2t 


Determiniamo infine una soluzione particolare dell’equazione non omogenea usando il 
metodo per simpatia. Poiché il coefficiente dell’esponenziale del termine noto è l’autova- 
lore, \ = 4, dell’equazione omogenea cerchiamo una soluzione particolare nella forma 


a+ bt + ct? 
Eno(t) = exp(4t) . 
d+et+ ft? 
Sostituendo tale soluzione nell'equazione differenziale in (8.38), si ha 
b=f=1, c=0, a=3e, d=indet. (8.39) 
Infine, scelti a = 0 = d, si ottiene la soluzione particolare cercata: 
t 
Eno(t) = exp(4t) 
1 


Le equazioni a = 3e e d = indet. in (8.39) significano che ogni altra soluzione parti- 


colare del sistema non omogeneo si ottiene da quella scelta sommandole una soluzione 
dell’omogena associata. 


La soluzione del problema di Cauchy è quindi 
co+tt 
T(t) = exp(4t) 
ci + 3ct +12 


con ci e cg determinate dalla condizione iniziale in (8.38). 


Infine, per il comportamento asintotico richiesto, non è necessario determinare c; e co in 
quanto 


Ilzo(0)I] = o(I|zno(t)]|), —(t-+ +00). 
Pertanto, 


E] = |zno(t)I| = Ot exp(4t),  (t+ +00), 
e la risposta corretta è quindi A. 
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8.5.1 Esercizi di ricapitolazione 


Esercizio 8.5.9 La soluzione del problema di Cauchy 


soddisfa, 

A) nessuna delle altre proposte. 

B) ||r(t)]] = O(exp(2t), , (t + +00). 

©) I#(0)I] = O(exp(26), (t-+ +00) e l#(0)I = 0(1), (1 + -00).* 
D) [|#(t)]| = O(exp(2t)), (t + —00) e [|F(t)]| = O(1), t + +00. 


Esercizio 8.5.10 Il sistema di equazioni differenziali 
Cai 3 -3 5 
71 3a 3-24 | 
con a € R parametro, 


A) ha almeno una soluzione non banale tale che ||z(t)]| + 0 (t + —00), se e solo sea < 3 
0a>6.* 

B) ha almeno una soluzione non banale tale che ||T(t)]] + 0 (t + —o0), se e solo se 
I<a<6. 

C) ha almeno una soluzione non banale tale che ||7(t)]| + 0 (t + —00), se e solo se a < 3. 


D) non soddisfa alle proprietà proposte. 


Esercizio 8.5.11 La soluzione del problema di Cauchy 


soddisfa, 

A) ||z(t)I] = O(exp(-14t), (t + -00).* 
B) [|z(t)]] = SR (t+ -00). 
©) |lX( (6) = O(exp(-7t)), (t + +00). 
D) altro. 
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Esercizio 8.5.12 La soluzione del problema di Cauchy 


Î L. È i) 1 
î, s0)=|1 ea, 
0-11 1 I 
CEMTRALE — 
soddisfa, sa mas 


A) [E()I| = O(exp(t)), (© + —00). 

B) |l#(6)I] = O(exp(t)), (© + +00).* 
C) IIFG)]] = O(exp(5)), (© + +00). 

D) altro. 


Esercizio 8.5.13 La soluzione del problema di Cauchy 
2_{05\, exp(5t) ESCONO A! 
#=(58)5+( 0 , T(0)= 1 


A) IIFC)I| = O(texp(5%), (£ + +00) e |lz(@)]| = O(exP(-5t), (t + —00).* 
B) [IZ(t)I] = O(exp(5t), (1 + +00) e ||z(4)]| = O(exp(-8t), (t + —00). 


C) IlZ(8)]] = O(texp(5t), (t + +00) e [|E(6)I] = O(exp(5t), (t + —-00). 
D) altro. 


soddisfa, 


Esercizio 8.5.14 La soluzione del problema di Cauchy 


i 012 1 
i-(* 0 o) 20 -(1) 
110 i 


A) ILFO)I = O(texp(-t), (+ —°) e [lZ(t)I| = O(exp(2t), (t + +00).* 
B) |lz)]| = O(exp(-t), (+ 90) e ||£(t)]] = O(exp(2t), (t + +00). 
O) IG) = O(texp(-t), (t + +00). 

D) altro. 


soddisfa, 


